Racionalidad economica implicita
en teoria financiera
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Resumen: Este trabajo de investigacién muestra que los principios
financieros mds importantes llevan consigo de manera implicita el
postulado de racionalidad econémica. Para ello, el modelo de Black-
Scholes-Merton (BSM) que determina el precio de un producto
derivado se obtiene bajo los principios financieros mds conocidos,
tales como: condiciones de no arbitraje, coberturas, el modelo CAPM
(Capital Asset Pricing Model), portafolios replicantes y auto-fi-
nanciables, valuacién con VPN (Valor Presente Neto), el modelo de
Markowitz y el teorema de Modigliani-Miller, entre otros. Posterior-
mente se obtienen los mismos resultados del modelo BSM utilizando
un consumidor-inversionista maximizador de utilidad, sujeto a una
restriccion presupuestal que considera la posibilidad de integrar, en
un portafolio, un bono libre de riesgo, un activo riesgoso y un pro-
ducto derivado sobre dicho activo, lo que confirma la consistencia de
tales principios financieros con la racionalidad econdmica; es decir,
la teoria financiera es implicitamente consistente con el supuesto de
racionalidad econémica.

Abstract: The purpose of this paper is to show that the most impor-
tant financial principles carry implicitly with them the postulate of
economic rationality. To do this, the Black-Scholes-Merton (BSM)
model that determines the price of a contingent claim is obtained by
using the most common financial principles, such as: no arbitrage
conditions, hedging, CAPM (Capital Asset Pricing Model), replica-
ting and self-financing portfolios, valuing with NPV (Net Present
Value), the Markowitz model, and the Modigliani-Miller theorem,
among others. Subsequently, the same results of the BSM model
are obtained by using a rational consumer-investor that maximizes
utility subject to a budget constraint that considers the possibility
of integrating a portfolio with a non-risky bond, a risky asset, and a
derivative on such an asset, which confirms the consistency between
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such financial principles and economic rationality, that is, financial
theory is implicitly consistent with the assumption of economic ra-
tionality.

= Palabras clave: Productos derivados, portafolios, comportamiento
del consumidor

» Clasificacion JEL: G11, G13, D1

n Introduccion

La naturaleza optimiza. Los sistemas fisicos de particulas tienden
a estados en donde la “accion” (diferencia entre energia cinética y
potencial por unidad de tiempo) es minima. Las reacciones entre las
moléculas de los sistemas quimicos se llevan a cabo de tal forma que
la energia (potencial) de los electrones es minima. Los rayos de luz
siguen trayectorias que minimizan su tiempo de viaje. La naturaleza
también optimiza cuando selecciona a los individuos mds aptos para
sobrevivir en ambientes competitivos y bajo condiciones adversas,
conduciéndolos en el largo plazo hacia un proceso evolutivo. A la luz
de estos hechos, un cuestionamiento casi inevitable, que ha sido plan-
teado desde hace mucho tiempo, es si el ser humano (homo sapiens
sapiens) actda de tal forma que siempre optimiza en su propio interés.2
En teoria econdmica, este asunto cobra suma importancia sobre todo
en lo que se refiere al estudio del comportamiento de consumidores y
empresas. El ser humano, en su periodo de vida, transita sucesivamente
por tres fases fundamentales: el instinto, la razén y la conciencia. El
proceso de optimizacién estaria, por supuesto, incluido en la razén. Es
evidente que las otras especies animales (no racionales) transitan sélo
por la fase del instinto y, en su caso, la optimizacién no la llevan a cabo
los individuos de dichas especies, sino la naturaleza misma. Este hecho
es el fundamento de la teoria de juegos evolutivos. El asunto referente
a la fase de conciencia o consciencia en los seres humanos consiste en
ver mas alld de la realidad parcial que recogen los sentidos fisicos y
psicolégicos y se impregna, por supuesto, de discusiones filosdficas, lo

2 Una version menos egoista es que el ser humano, visto como padre de familia, optimiza en
el interés de todos sus descendientes. Aunque, entre el 50 mil y el 40 mil antes de Nuestra
Era (fecha aproximada de los restos de los primeros miembros), muy probablemente, el
ser humano optimizaba en el interés de toda la comunidad a la que pertenecia, en una
cierta clase de juego cooperativo.
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cual estd mas alld de los objetivos del presente trabajo y, en consecuen-
cia, se deja de lado.

El postulado de racionalidad econémica en teoria econémica ha
sido, desde hace mucho tiempo, un asunto de continuo debate sobre el
comportamiento individual de los agentes (consumidores, empresas,
gobierno, etc.). Cuando se dice que un consumidor plantea y resuelve
problemas de optimizacién a través de un proceso “interno”, se entiende
que lo hace desde el cerebro; seria dificil pensar que lo pudiera hacer
desde cualquier otro 6érgano. No ha sido fécil aceptar que los consumi-
dores cuando toman decisiones de consumo y portafolio lo hagan de tal
manera que maximizan su satisfaccidon sujetos a su restriccién presu-
puestal, ya que el planteamiento de problemas de optimizacién requiere
de un proceso complejo de abstraccion, esto sin mencionar que dichos
problemas tienen que resolverse de manera instantdnea. Peor aun, si el
proceso de decision se realiza en un ambiente de riesgo e incertidum-
bre, entonces el planteamiento y la resolucién de los problemas de op-
timizacién requieren de técnicas y herramientas muy sofisticadas y, en
consecuencia, la estructura mental del agente tendria que ser la de un
doctor en matematicas; de hecho, no cualquier doctor en matemaéticas
tendria que ser un doctor en programacién matemadtica estocdstica (na-
die mas podria abordar dicho problema razonablemente). Evidentemen-
te, individuos con poca o sin escolaridad (incluyendo infantes en los que
todavia predomina el instinto con exigua razén) no podrian plantear, ni
mucho menos resolver un problema de optimizacion desde su cerebro.
De esta manera, para ser un consumidor racional se requiere de ciertas
habilidades analiticas que pocos individuos tienen (pues se adquieren
con estudios universitarios en ciertas dreas de las matematicas) y, aun
cuando las tuvieran, no existe evidencia de que las apliquen, de manera
precisa e instantdnea, en procesos de toma de decisiones de consumo
y/o portafolio.

Desde hace muchas décadas, varios intentos se han realizado para
relajar el concepto de racionalidad econdmica perfecta (o hiper-raciona-
lidad). Uno de los intentos mds importantes se refiere al trabajo pionero
de Herbert Simon (1957), quien ya planteaba la nocién de racionalidad
limitada (o acotada) en la que, primero, el individuo elige una funcién
de utilidad entre un conjunto de funciones disponibles en su cerebro
y, posteriormente, ordena en términos de sus preferencias las posibles
alternativas siguiendo un proceso que no es tan “fino” como el que exi-
girfan las condiciones de primer orden de un problema de optimizacién
estocastico, siendo el ordenamiento de alternativas mas bien un proceso
“burdo” en el sentido de que revisa grupos de alternativas y elige, casi
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instantdneamente, aquéllas que pudieran estar “cerca” del éptimo. Por
otro lado, la “economia experimental” ha mostrado un avance impresio-
nante, desde el trabajo seminal de Vernon Smith (1962), revelando con
experimentos conducidos la ausencia de un comportamiento racional
“perfecto” en los agentes. Por lo anterior se podria decir que la raciona-
lidad econdmica “perfecta” es un postulado falso, aun cuando existieran
buenas aproximaciones. Por supuesto, no todas las corrientes del pen-
samiento econdémico requieren de este postulado para su desarrollo. Por
ejemplo, la economia Keynesiana no comulga con el comportamiento
racional, la nueva economia Keynesiana hace un intento por incluirlo y
para la nueva escuela cldsica (nueva macroeconomia cldsica) es esen-
cial.

El partir de postulados falsos para desarrollar una teoria no necesa-
riamente es un problema. Por ejemplo, la mecénica cldsica se basa en
tres postulados (las tres leyes de Isaac Newton (1643-1727)). Sin em-
bargo, el primer postulado conduce a la existencia de sistemas inerciales
y tales sistemas no se encuentran en el universo (i.e., no existen puntos
fijos en el universo3), aunque haya buenas aproximaciones (estrellas le-
janas que sirvan como puntos de referencia). En este caso, aun cuando
se parte de un postulado falso, los resultados que se desprenden de €l
si describen y explican muchos fenémenos naturales; evidentemente,
la mecdnica cldsica es uno de los pilares de la fisica y la ingenieria. En
consecuencia, la primera ley de Newton, aunque falsa, es “conveniente”
para el desarrollo “adecuado” de gran parte de la fisica (la fisica cldsica).
Otro ejemplo similar es el postulado de la inexistencia de monopolos
magnéticos, el cual sirve para establecer una de las ecuaciones de James
Clerk Maxwell (1831-1879) del electromagnetismo (electrodindmica
clasica). De este postulado no se sabe, hasta la fecha, si es falso o no (po-
drian existir monopolos en otra parte del universo); sin embargo, se sabe
que el postulado es conveniente para el desarrollo adecuado de la teoria
electrodindmica cldsica, la cual constituye otro de los pilares sobre los
que descansan la fisica y la ingenieria. El caso del electromagnetismo
comparado con el de la mecdnica es todavia més critico, ya que en este
tltimo por lo menos se tiene la certeza de que uno de sus postulados es
falso, mientras que en electrodindmica ni siquiera se sabe si el postulado
en cuestion es cierto.

Este trabajo de investigacién muestra que los principios financieros
mas importantes llevan consigo de manera implicita el postulado de ra-
cionalidad econdmica, lo que vuelve a traer al centro de la discusion

3 Siel universo se encuentra en constante expansién, no pueden existir puntos fijos.
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la aceptacién o no de dicho postulado o de cualquiera de sus formas
relajadas. Para ello se lleva a cabo el siguiente experimento. La ecua-
cion diferencial parcial (EDP) lineal de segundo grado de Black-Scho-
les-Merton (BSM), cuya solucién determina el precio de un producto
derivado, se obtiene bajo diferentes principios financieros tales como:
condiciones de no arbitraje, cobertura de la riqueza, el modelo CAPM,
portafolios replicantes y autofinanciables, valor presente neto (VPN),
el modelo de Markowitz y Sharpe, y el teorema de Modigliani-Miller
(MM). Posteriormente, se obtiene “exactamente” la misma ecuacion
utilizando el postulado de racionalidad econémica: un consumidor-in-
versionista maximizador de utilidad sujeto a una restriccién presupues-
tal que considera la posibilidad de integrar un portafolio con un bono
libre de riesgo (de incumplimiento), un activo riesgoso (una accién) y
un producto derivado (una opcidén) sobre dicho activo. De lo anterior se
puede deducir que el postulado de racionalidad econémica es consisten-
te con los resultados que se obtienen de la aplicacién de los principios
fundamentales que se utilizan en la teoria y préctica financiera, lo que
confirma que la teorfa financiera es implicitamente consistente con la
racionalidad econdmica, situacidon que revive la controversia sobre el
postulado en cuestion.

Es importante destacar que esta investigacién toma como punto de
partida los trabajos de: Black y Scholes (1973) sobre valuacién de de-
rivados; Markowitz (1952) acerca de la construccion de portafolios;
Sharpe (1964) sobre valuacion de acciones; Modigliani y Miller (1958)
acerca de la estructura de capital de las empresas; Merton (1969), (1971)
y (1973) sobre modelos estocdsticos de consumidores racionales en
tiempo continuo; y (2001), (2005), (2006a), (2006b), (2007), (2007b),
(2007¢) y (2008) acerca de decisiones de consumo y portafolio (inclu-
yendo derivados) en ambientes de riesgo e incertidumbre.

El trabajo estd organizado como sigue. En la seccion 2 se obtiene la
EDP de BSM utilizando condiciones de no arbitraje. En esta seccion se
lleva a cabo un andlisis detallado y riguroso sobre el modelo de BSM,
ya que éste es central para el desarrollo de la presente investigacion.
En el transcurso de la seccion 3 se deriva la EDP de BSM mediante la
condicién de cobertura de la riqueza. A través de la seccién 4 se genera
la EDP de BSM mediante el uso del modelo CAPM. En la seccién 5 se
obtiene la EDP de BSM por medio del uso de portafolios replicantes y
autofinanciables. En la seccién 6 se reproduce la solucion de la ecuacion
de BSM mediante el método del valor presente neto. En el transcurso
de la seccidn 7 obtiene la ecuacion BSM con base en el modelo de Mar-
kowitz. En la seccion 8 se presenta la relacion entre la ecuacion BSM y
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el teorema de Modigliani-Miller. En la seccién 9, con el fin de mostrar
que los principios financieros mds importantes llevan consigo de manera
implicita la nocién de racionalidad econdmica, se obtiene la ecuacion
BSM bajo el supuesto de que existen consumidores-inversionistas que
maximizan utilidad sujetos a su restriccién presupuestal. Por dltimo, en
la seccién 10 se presentan las conclusiones, asi como las limitaciones y
sugerencias para futuras investigaciones.

»  Obtencion de la ecuacion diferencial parcial de BSM
mediante condiciones de no arbitraje

En 1973, Fischer Black y Myron Scholes y, de manera independiente,
Robert Merton, desarrollaron, bajo el supuesto de ausencia de oportu-
nidades de arbitraje (ley de un solo precio), un modelo para valuar una
opcién europea cuando el precio del activo subyacente es conducido
por un movimiento geométrico Browniano (rendimientos normales con
media y varianza escaladas por el tiempo). Una situaciéon anecdética
relacionada con el trabajo de investigacién de Fischer Black y Myron
Scholes es que fue rechazado, primero, en 1970, por “The Journal of Po-
litical Economy (JPE)” de la Universidad de Chicago y, posteriormente,
en 1971, por “The Review of Economics and Statistics” de la Univer-
sidad de Harvard. No obstante, después de incorporar varias recomen-
daciones sugeridas por Merton Miller y Eugene Fama, incluyendo el
cambio del titulo tres veces de “A theoretical Valuation Formula for
Options, Warrants and Other Securities” a “Capital Market Equilibrium
and the Pricing of Corporate Liabilities” y, finalmente, a “The Pricing
of Options and Corporate Liabilities”, el trabajo fue reconsiderado vy,
finalmente, aceptado por el “JPE” para ser publicado en 1973. El trabajo
de Robert Merton, “Theory of Rational Option Pricing”, fue aceptado
casi inmediatamente y publicado, también en 1973, en el “Bell Journal
of Economics and Management Science”. Felizmente, 24 afios después,
en 1997, Robert Merton y Myron Scholes son laureados con el premio
Nobel de economia; lamentablemente, el destacado matematico y eco-
nomista Fischer Black habia fallecido dos afios antes.

El modelo BSM ha fomentado de manera importante que los parti-
cipantes en los mercados financieros se cubran, conveniente y oportu-
namente, contra los diversos riesgos a que estdn expuestos. También ha
desempefiado un papel central en el avance tan impresionante que ha
tenido la economia financiera y las matemadticas financieras modernas.
Ante todo esto es importante destacar que el modelo BSM puede ser
empleado como herramienta para generar ganancias de millones de d6-
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lares en periodos cortos (unas semanas), pero también, si no se utiliza
adecuadamente, puede generar pérdidas astrondémicas en periodos aun
mas cortos (unos dias). La importancia practica del modelo BSM radica
en que su aparicion es casi simultdnea con el arranque de la bolsa de
opciones “Chicago Board of Options Exchange”, el cual ha operado, a
la fecha, billones de ddlares.

Asimismo, la apariciéon del modelo BSM, aunado al asombroso
avance de las tecnologias de informacién y a la sorprendente aparicién
de decenas y decenas de nuevas revistas de investigacion en matemati-
cas financieras y administracion de riesgos, obliga a reconocer la gran
importancia de la contribucién de Black, Scholes y Merton a la teoria,
pero sobre todo a la practica financiera.

Antes de escribir cualquier ecuacién es imprescindible establecer
los supuestos bdsicos del modelo clasico de Black-Scholes-Merton, a
saber:

i.  Elactivo subyacente es una accién que no paga dividendos durante
la vida del contrato.

ii. El precio del activo subyacente es conducido por el movimiento
geométrico Browniano, es decir, los rendimientos son normales
con media y varianza escaladas por el tiempo.

iii. La volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene cons-
tante a través del tiempo.

iv. Las ventas en corto del subyacente en cuestién son permitidas, es
decir, se puede pedir prestado el activo para venderlo en el presente
y hacer uso del efectivo y, posteriormente, cuando se tiene que de-
volver el activo, se recompra (si es posible) a un precio menor a fin
de generar alguna ganancia.

v.  Elmercado del subyacente es liquido y divisible, es decir, el subya-
cente siempre se puede comprar y vender en cualquier fraccion de
unidad.

vi. No hay costos de transaccién (comisiones e impuestos).

vii. El mercado opera en forma continua, es decir, no hay fines de se-
mana ni dias festivos.

viii. Existe un mercado de crédito o un sistema bancario en el que los
agentes pueden prestar y pedir prestado a una tasa de interés cons-
tante a todos los plazos y libre de riesgo de incumplimiento.

ix. No existen oportunidades de arbitraje, es decir, no es posible gene-
rar ganancias libres de riesgo; aunque se podria suponer equilibrio
general, lo cual ciertamente lleva a que no existan oportunidades de
arbitraje.
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Por supuesto, existen en la literatura especializada cientos de
generalizaciones que extienden en varias direcciones el modelo anterior:
ver, por ejemplo, las referencias contenidas en Venegas-Martinez (2007).
No obstante, la presente investigacion se sujetard al modelo clésico para
que la discusién sobre el asunto de racionalidad econémica se mantenga
lo mds sencilla posible.

Dindmica del precio del subyacente y riesgo de Mercado

Una vez que se han establecido los supuestos basicos del modelo de
BSM, se introducen ahora los aspectos técnicos necesarios para la
construccion del mismo. Considere un movimiento Browniano (W;)s[o,1]
definido sobre un espacio fijo de probabilidad con su filtracién aumentada
(Q’F’(F/W),E[o,r]’P)' En este caso, el espacio medible en cuestion es

(Q,F)=(R.B(R)) donde B(R) esla O -dlgebra estdndar de Borel sobre
IR (los numeros reales). La medida de probabilidad satisface

1 w?
dp = — rdw.
(W) N2t exp{ 2t } "

La filtracién (" )te[o.r] es una familia de O -dlgebras tales que
F; c F para toda ¢. Esta familia es creciente en el sentido de que
Fs c F; cuando s<t. Asi, una filtraciéon puede ser vista como una
estructura de informacién dindmica y F; representa la informacién
disponible al tiempo ¢. El hecho de que la filtracién esté aumentando
significa que hay mds y mds informacién conocida conforme el tiempo
transcurre y que la informacidén pasada no se olvida. Se cumple ademds
que W; tiene incrementos independientes normales con medias cero y
varianzas iguales a los incrementos en el tiempo. Al tiempo =0, se
define Wy = 0. El proceso dW; modela las fluctuaciones propias de los
rendimientos del subyacente y, como se sabe, satisface: dW; ~ N (0, dt),
E [dW:] = 0y Var [dW/] = E [(dW))2 = dt . Se supone que el precio
del activo subyacente al tiempo ?, S; es conducido por el movimiento
geométrico Browniano

(H dS,=p Sdr+o Sdw,.

En este caso, el pardmetro de tendencia, u € IR, representa el
rendimiento medio esperado y G >0 es la volatilidad (anualizada). El
proceso {S:}:>0 es adaptado a la filtracién {F;};>0 En efecto, una simple
aplicacién del lema de Ito (véase, por ejemplo, Venegas-Martinez
(2007)) conduce a
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d 1H(St)= (H —EGZ )dt+0 aw;

lo que, a su vez, implica

0W1+(u_%02),

S, =8,

Es decir, la expresion anterior es invertible, en el sentido que se
puede despejar W, . Por lo tanto,

F'=c (W|s<t)=c(S,|s<t)=F’,

esto significa que el proceso {S;}:>0 es adaptado a la filtracién {F;}/>
o. Por ultimo, es importante recordar que (1) es una notacion simplificada
para la expresion

S =8 + uJ::Sudu +G L’Suqu, tefo,7],

ya que el objetivo de estudio del cdlculo estocdstico es la integral
estocastica (véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2007)).

Dindmica del precio de la opcion

El valor, prima o precio de una opcion europea de compra es claramente
funcién de los distintos pardmetros que intervienen en los términos o
cldusulas del contrato, tales como: el precio de ejercicio K y la vida
del contrato T— ¢, donde T es la fecha de vencimiento y ¢ es la fecha
de inicio del contrato. Por supuesto, el valor de dicha opcién también
dependerd de las caracteristicas del activo subyacente, tales como: su
precio, S;, rendimiento medio esperado, ., y volatilidad, o, asi como
de la tasa de interés, r, que prevalece en el mercado de crédito a fin
de calcular el valor del dinero en el tiempo. Por lo anterior, se puede
escribir el valor de una opcién europea como

2) c=c(S,.K,T,c,u,r).

Observe que S; y ¢ son las variables relevantes en el contrato. En lo
que sigue no se hard mencién explicita de los pardmetros, 7, K, r y o,
excepto cuando sea necesario. Es decir, el valor de la opcién se denotard
simplemente como ¢ = ¢ (S1).

Durante el intervalo de tiempo [, ¢ + df], el activo subyacente cambia
de S;a S; + dS;, en consecuencia, el precio de la opcién cambia de ¢ a



16 m EconoQuantum Vol. 4. NUm. 1

¢+ dc . El cambio marginal en el precio de la opcion se obtiene mediante
el lema de Itd, como:

dc  dc d%c dc
3 de=[2649¢ s v Lo2529¢ 14,4 95 gam,
©) ¢ [aﬁas,” , P ”as, ’

Dindmica de un portafolio combinado

del subyacente y su opcion de compra

Considere ahora un portafolio con w; unidades del activo subyacente de
precio S; y w2 unidades de una opcién de compra sobre el subyacente de
precio ¢ (S,¢) . Si Il denota el valor actual, al tiempo ¢, del portafolio,
entonces

4) I, =08, +,c(S,.t).

El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dz, debido
a fluctuaciones propias del mercado estd dado por

(5) dII; = w1dS; + wadc

Después de sustituir (1) y (3) en (5), se obtiene la siguiente expresion
para el cambio marginal en el valor del portafolio:

de dc d 19
(6) dII, = [(Dl+mza ]HSdH[(DHr(DzaS ]GSdW+O)2[aj 28S?GZS,2]dt.

t

La ecuacion (6) contiene dos tipos de términos. Los términos de
tendencia, multiplicados por d, y el término aleatorio, multiplicado por
dW,. Este dltimo modela el riesgo de mercado del portafolio, el cual se
puede eliminar si se eligen, adecuadamente, las cantidades de w1 y w2en
la conformacién del portafolio.

Administracion del riesgo de mercado
A fin de eliminar el riesgo de mercado del portafolio se deben seleccionar
w1 y o de tal manera que se anule el coeficiente de dW; en el término
estocastico de la ecuacion (6), es decir,

dc
(1)|+0)2£=0.
t
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Claramente existen infinitas posibilidades de seleccionar w1 y w> para
lograr el objetivo. Si, por ejemplo, se toman =1y ® =-dc/d S, =—A
se tiene que

2
) dI1® = [aaj+;gsticz s? ]dt.

Es usual referirse a esta eleccion particular de ®,=1 y ®,=-A
como cobertura Delta. Esta estrategia de cobertura perfecta es dindmica,
ya que durante el periodo [t, ¢ + df], la cantidad dc / dS; cambia con S;
y t. Claramente, la cobertura Delta es aplicable sélo durante el instante
dz. De otra manera, al transcurrir el tiempo, la cobertura se deteriora
paulatinamente perdiendo su efectividad. Ahora bien, si se emplea esta
cobertura en (4), se obtiene

M®=c-AS,,

lo cual significa que est4 cubriendo una venta en corto de A unidades
del subyacente con una opcién de compra sobre una accion.

Cuenta bancaria

Se supone que existe un sistema bancario en el que los agentes pueden
prestar o pedir prestado a una tasa constante, r, a todos los plazos y, en
consecuencia, libre de riesgo de mercado, la cual se aplica en forma
continuamente capitalizable. Se supone que este mercado de crédito es
libre de riesgo de incumplimiento. Si un agente deposita by unidades
monetarias, entonces el saldo en su cuenta bancaria, al tiempo ¢, estd
dada por:

b =he".

De esta manera, los intereses que se suman a su cuenta son
db, =rbdt.

Inversion alternativa del valor del portafolio

Bajo la eleccién w,=1 y ®,=-A, el valor del portafolio resultante es
M®=c-As,. Si esta cantidad se deposita en un banco que paga una tasa
de interés r, entonces el cambio marginal en el valor del portafolio (los
intereses), durante dz, es

®) dIT" =TT™ rds = (¢ — AS, )rdt.

En este caso, dt es el tiempo en el que se aplica la tasa r.
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Condiciones de no arbitraje
Bajo el supuesto de no arbitraje, cualesquiera dos alternativas de inver-
sién generan exactamente el mismo rendimiento. De esta manera,

) dIM® =d".

Enefecto, silatasade rendimiento del portafolio combinado fuera més
grande que el interés que paga el banco, entonces se pediria prestado, en
t, al banco, la cantidad —AS, + ¢ para invertir en el portafolio de acciones
y opciones. Posteriormente, en ¢+d¢ se le pagan al banco los intereses
mas el capital y el restante representa una ganancia libre de riesgo. Por
otro lado, si el rendimiento del portafolio fuera menor que el interés que
paga el banco, entonces se debe invertir el dinero en el banco, pues la
aplicacién de una cobertura Delta carece de sentido.

Ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes-Merton

En esta seccion se obtiene una de las ecuaciones mds importantes de
la teoria financiera moderna, la ecuacién diferencial parcial de Black-
Scholes-Merton (BSM), cuya solucién determina el precio de una op-
cion europea de compra. De hecho, cualquier producto derivado de S;
satisface la ecuacién de BSM. Observe que una forma alternativa de
escribir (9) es

2
(10) g 1oogdie )y, _(_9¢
a[+2($ S; 352 dt 8S,SI+C rdt.
Equivalentemente,
2
(11) ge 10 age 0o 1eg
o 29570 g o TreT

la cual es conocida como la ecuacién diferencial parcial de Black-
Scholes-Merton. Las condiciones de frontera y final para determinar una
solucién tnica estdn dadas, respectivamente, por

c(0,))=0 'y ¢(S,T)=max(S,—K,0),

donde K es el precio de ejercicio de la opcién. La ecuacién (11) es
una ecuacién diferencial parcial lineal parabdlica. De hecho, casi todas
las ecuaciones diferenciales parciales en matematicas financieras tienen
una forma similar. La linealidad significa que si se tienen dos soluciones,



Racionalidad econémica implicita... m 19

entonces la suma de ellas también es una solucién. En otras palabras, si
todos los activos de un portafolio satisfacen la ecuacion (11), entonces el
portafolio también la satisface. Por ultimo, el hecho de que la ecuacion
diferencial parcial sea parabdlica significa que estd relacionada con la
ecuacion de difusion de calor, esto es, con una ecuacion de la forma

du _du
a—:a—z, M=H(X,T) —co x<oo, T >0,
T X

junto con la condicién

u(x,0)=1u,(x).

La ecuacion de Black-Scholes-Merton contiene todas las variables
que determinan el valor del contrato y los pardmetros tales como el pre-
cio de contado del activo subyacente, el tiempo y la volatilidad, pero no
se hace mencién al rendimiento medio esperado . Cualquier dependen-
cia sobre W se ha eliminado al anular el coeficiente de dW; en el cambio
de valor del portafolio. Observe que en su lugar aparece, en la ecuacién
(11), la tasa de interés libre de riesgo r. Esto significa que si todos los
participantes en el mercado de opciones estdn de acuerdo con el nivel de
volatilidad de los rendimientos del activo, entonces estdn igualmente de
acuerdo con el valor de la opcion aunque tengan diferentes preferencias
al riesgo expresadas a través de . En otras palabras, todos los agentes
estan dispuestos a omitir sus preferencias al riesgo, |, y aceptar un ren-
dimiento libre de riesgo, r, después de ponerse de acuerdo con el nivel
de volatilidad del activo subyacente.

Mercados completos

En esta seccion se presenta, de manera intuitiva, el concepto de mercados
completos, el cual consiste en la posibilidad de replicar el precio de
una opcion a través del valor de un portafolio de acciones y efectivo.
Observe primero que a partir de la ecuacion (8), se cumple que

(12) as,+L Lamo —c.
r dt

Si se escribe b, =T1", entonces d[1")=db, =rbdr, lo cual implica
que
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Lan®=s,
rdt !

Por lo tanto, (12) se transforma en
AS;‘ + by = C,

es decir, si se disefia un portafolio que tiene acciones, en una cantidad
A, y efectivo by, entonces se puede replicar el precio de la opcidn.

» Derivacion de la ecuacion diferencial parcial de BSM
mediante la cobertura de la riqueza

Suponga que un inversionista comienza con un cierto nivel de riqueza,
Ay, e invierte una cantidad A; en un activo con riesgo, de precio S;, y el
resto en otro activo que paga una tasa de interés constante, r, a todos
los plazos y libre de riesgo de incumplimiento, de tal manera que la
dindmica de acumulacién de su riqueza queda representada por

dd, =AdS, +r[4 —A,S, ]dz.

Es decir, d4, =A, (uS,dr+0S,dW, )+ r[4, - A,S, |dr

=[r4,+AS,(n-r)]dt+A0S,dW,.

Sea ¢(S,,t) el precio de una opcién europea de compra que paga
en la fecha de vencimiento max (ST -K ,O) , entonces el lema de It
conduce a

dc  dc | 2o, O dc
de=|—+—Su+.0°S — |[dt+—SodW.
¢ [at gs, M T 2 Ger (TG e E

t

Si se desea cubrir el portafolio con una opcién de tal manera que
c(S,,t)= A, paratoda ¢, entonces dc = d4, . Después de igualar términos
estocdsticos y deterministas se encuentra que
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dc  dc d’c dc

Es decir, %€, % ¢ 415282 =14 +—S (L—r).
at aSt t 2 laStZ t aSt l(l‘L )
2
%+£S,r+%02Sfa—i—rc=0,
ot 0 as

t t
junto con la condicién
c(S,,T)=max(S,-K,0).

»  Obtencion de la ecuacion de BSM
mediante argumentos del modelo CAPM

A continuacién se obtiene la ecuacién de BSM utilizando el modelo
CAPM. El modelo CAPM describe la relacién entre el riesgo y el
rendimiento esperado de un activo bajo condiciones de equilibrio de
mercado, y se utiliza con mucha frecuencia para valuar acciones.

Suponga, como antes, que la dindmica del precio del activo
subyacente es conducida por el movimiento geométrico Browniano. De
esta manera, el rendimiento del activo es

(13) dR =%=udt+GdW,.

s
t

Para calcular el cambio en el precio de la opcién por cambios en
S, , se utiliza la expansion en serie de Taylor hasta términos de segundo
orden

2
de=22 45 + 24+ LI¢ sagry,

as, o 20S’
(14) i
[0 ps 1% L ag gy 9 g am.
as, o 208 as.

El rendimiento de la opcién esta dado por

2
(15) dr =2 ar i#[%%ozy o ]dt.

‘_B_S, ¢ oc|or " as;
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De acuerdo con el modelo CAPM, los rendimientos de la opcién y del
activo subyacente satisfacen, respectivamente, las siguientes relaciones
lineales con respecto del rendimiento del mercado, dR,,

(16) E[dR, ]-rdt =P, [ E[dR,, ]-rdt]
y
(17) E[dR; ]-rdt = B[ E[dR,, ]-rdt],
donde
(18) g, = Cov(dRs.dR, )
5 Var(dR,,)
y
_ Cov(dR,.dR,,)
Pe= Var (dR,,)
dc
K [as’dk 5 ar, )
(19) Var(dR,)

— Bc St Cov(dRS’dRM)
dS, ¢ Var(R,)

_oc S,
as = Ps

ya que Cov(dt,dR,, )=0. Si se sustituyen las ecuaciones (15), (17), (18)
y (19) en (16), se tiene

E[%}—rdt =B, (E[dR, ]-rdr)
ac S = Bs (B[dR, ]-rdr)

St

_dc S,

=35 ¢ =L (E[dRs]-rdr),
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lo cual implica que
@1 E[de]- redr =aa—§5, (E[dR, ]-rdr).

Si se sustituye la ecuacién (13) en (21), se sigue que

E[dc]-redt = aa?cS, (E [dR, ]- rdt)

=— oc S, |:£i|—rdl
(22) as, S,

=ist (E[ndr+0dW]-rdr)
as,
aa§ (w-r)d,

donde se ha considerado que E[dW,]=0. Por tltimo, si se sustituye
(14) en la ecuacion (22), se tiene

2
(23)EK oc 15+ 19¢ g ]dt+§—§GS,dVK}—rcdt=§—§S, (- r)dt,

as, ot 208’ ’
equivalentemente
2
s 9 1167529 e
ot N oS,

t

n  Obtencion de la ecuacion BSM
mediante portafolios replicantes y autofinanciables

Se desea determinar un portafolio con una posicién larga del activo
subyacente y un depdsito bancario que, en cada instante, repliquen
el valor de una opcién europea de compra. Se supone que el activo
subyacente y la opcion se negocian en forma continua de tal manera que
el riesgo se elimine en todo momento, es decir, la cobertura es dindmica.
Se supone, como siempre, que el precio del activo subyacente, S, , sigue
un movimiento geométrico Browniano. Asimismo, se supone que en la
economia existe un sistema bancario que paga por depdsitos una tasa
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constante y libre de riesgo r. De esta manera, si se hace un depésito de
b, unidades monetarias, el rendimiento de dicha inversion, en el instante
dr, es

24) R, = % = rdt.

t

Portafolios replicantes

Se desea determinar un portafolio que combine el activo subyacente con
un depdsito bancario y que replique, en todo momento, el valor de una
opcion europea de compra. Suponga que se desean encontrar procesos
estocasticos v, =v(S,,t) y w,=w(S,,t ), tales que

(25) vS,+wbh =c(S,,t), 0<t<T,

con P {L’ v? ds} =P {J.OI w? ds} =1.

La condicién (25) indica que no existen posibilidades de arbitraje. Por
ejemplo, si, antes del vencimiento, el lado izquierdo de (25) fuera menor
que el lado derecho, se toma una posicién corta en la opcién de compra
y la prima se invierte inmediatamente en el portafolio combinado a fin
de generar una ganancia libre de riesgo. Asimismo, se supone que en la
fecha de vencimiento

v,.S; + wyb, = max(S,- K,0),

sin importar la trayectoria que tome el activo subyacente.
Portafolios autofinanciables
Se supone que una vez que se ha realizado la inversién inicial no se
requieren fondos adicionales para mantener el portafolio, de tal forma
que los cambios requeridos en v, se compensen con cambios, con signo
opuesto, en W, . Asi,
(26) Sdv,+ bdw, = 0.

Esto significa que

27) v,dS, + w,db, = de(S,.1).
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Después de sustituir (24) en (27), se obtiene

28
(28) dc  dc

v (WS dt+o SAW )+ wrbdi=|—+ —uS + Lo2S?
I(ut t I) t t at aStu t 2 t

2
J e+ 9¢ 554w
3 as

t

Si se igualan los coeficientes de dW¥, en (28), se tiene

_ dc

29 = —
(29 KFY

De la misma manera, de (25), se sigue que

(30) Yo c(S,,t)- v,
= —.
bt
Las cantidades v, y w, determinan el portafolio replicante del valor
del derivado, el cual para su mantenimiento es autofinanciable. Si ahora
se igualan los términos en drf, se sigue que

dc  dc | .m0
31 S +wrb= —+—uS+-06°S
( ) vtl’l’l erl‘ at aStu t 2 taSIZ

Después de sustituir (29) y (30) en (31), se obtiene

i},LSt +r[c(S[,t)—

dc. Ssz dc _dc 1
3s,

d%c
%L %S 4252522
as, > "o Tas M TR0 P gs

Equivalentemente,
oc oC | 5 e
rlc(S,,t)—==S, |=—+50°S, —
[ (5,-1) as, ’] o > ' as;

Es importante destacar que el rendimiento medio,  del activo sub-
yacente no aparece en la ecuacién anterior. Esto quiere decir que si dos
agentes tienen diferentes expectativas sobre el rendimiento promedio
del activo subyacente, ellos estdn dispuestos a omitirlas en sus decisio-
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nes de inversién con tal de que la volatilidad se mantenga constante. Por
lo tanto,
d’c  dc

dc
(32) 9 15252 9€ 0 6 e(s0)=0,
o 20 st as re(S,1)

t

lo que coincide plenamente con la ecuacién diferencial parcial de
Black-Scholes.

»  Obtencion de la ecuacion BSM
mediante el valor presente neto

En esta seccién se obtiene la férmula de Black-Scholes-Merton para
calcular el precio de una opcién europea de compra mediante el valor
presente de las ganancias esperadas. Se supone que el activo subyacente
es una accién que no paga dividendos durante la vida del contrato y que
su precio es conducido por un movimiento geométrico Browniano neu-
tral al riesgo. El precio o la prima de la opcién se calcula como el valor
presente del valor esperado del valor intrinseco. Con este propdsito se
determina, primero, la funcién de densidad del precio del subyacente
en la fecha de vencimiento. Posteriormente, se calcula la integral que
define el valor presente del valor intrinseco esperado, cantidad que pro-
porciona el precio tedrico del producto derivado en cuestion.

Distribucion del rendimiento logaritmico del subyacente
Considere, como antes, un proceso de Wiener (W))«[o,1] definido sobre

un espacio fijo de probabilidad con una filtracién (2, F, (F)s[o,1], P. Se

supone que el precio de una accién al tiempo ¢, S,, es conducido por el
movimiento geométrico Browniano

(33) dS, =uSdt+cS,dw,
en donde el pardmetro de tendencia, L € IR es el rendimiento medio
esperado del activo subyacente y 6 >0 es su volatilidad instantdnea,

por unidad de tiempo. Una simple aplicacién del lema de It6 conduce a

(34) d(InS,)=(u—10° )dt+cdw,.
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Si se discretiza la ecuacién anterior con At =7 —t¢, entonces se
obtiene

InS, —InS, =(u—%02)(T—t)+6\/T—te,

donde g ~ N(O,l). Por lo tanto,

(35) In(%} N((w-30° )T -1).0% (T 1))

En otras palabras, el rendimiento logaritmico tiene distribucién normal
con la misma varianza del cambio porcentual de S, , pero con pardmetro
de tendencia, | — ! ?, menor al rendimiento medio esperado, L .

M=y

Valuacion neutral al riesgo

Debido a la consideracion de un rendimiento esperado U, la ecuacién
(33) no es independiente de las preferencias al riesgo de los agentes que
participan en el mercado del subyacente. En efecto, entre mayor sea
la aversién al riesgo de un agente, mayor tiene que ser el rendimiento
medio esperado, U, a fin de que el premio v = —r le sea atractivo al
agente. Si se supone que todos los agentes son neutrales al riesgo, es
decir, no requieren de un premio para inducirlos a participar en el mer-
cado, entonces v =0, asi, L =r y de esta manera el rendimiento medio
esperado de cualquier activo es la tasa de interés libre de riesgo, » . Otra
forma de medir el premio al riesgo, de uso mas frecuente, consiste en
estandarizar v por unidad de varianza (mds precisamente por unidad de
desviacion estdandar), es decir, A = v/G . En este caso, si 0 aumenta,
entonces A disminuye y el agente pedird mds v para compensar el au-
mento en G hasta conseguir que A aumente y alcance su nivel inicial.
De igual forma, el agente podria aceptar una disminucién v a cambio
de una disminucién en ¢ . Como antes, si los agentes no requieren de
un premio para inducirlos a participar en el mercado, entonces A =0.
Ahora bien, si se escribe

ds, =rSdr+6S, (udeW,)
(o}
=rSdr+6S, (Adt+dW,),

entonces, bajo el supuesto de neutralidad al riesgo, A =0, se tiene
que la ecuacidn (33) se transforma en
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(36) ds, = rS,dt+6 5,4,

en cuyo caso, se dice que el movimiento Browniano est4 definido sobre
una medida de probabilidad neutral al riesgo. Una posible interpretacién
de (36) es que los agentes estarian dispuestos a omitir su pardmetro de
preferencias, W,y recibir 7 con tal de que la volatilidad, ¢ , se man-
tenga constante. El concepto de valuacién neutral al riesgo es, sin duda,
uno de los mds importantes en el estudio de productos derivados. Vale la
pena resaltar que el teorema de Girsanov proporciona una justificaciéon
tedrica alternativa a la ecuacion (36) (véase, por ejemplo, Venegas-Mar-
tinez (2007)).

Funcion de densidad del precio del activo subyacente

en un mundo neutral al riesgo

En esta seccién se obtiene la funcién de densidad del precio del activo
subyacente bajo el supuesto de neutralidad al riesgo. En vista del resulta-
do (35) y en un mundo neutral al riesgo donde se cumple (36), se tiene que

In(S,/S,) tiene una distribucién normal con media (102 )T-1) Y

varianza 6 > (T —t). Considere & ~ N (0,1) y su funcién de densidad

(37) 0(E)=——e*, eeR

NGz

Si se define ahora
38) g(€)=S, =S exp{(r—10” YT -1)+oT-1e}
se tiene que

(39) ln[?}—(r—iﬁz)(T—f).

g—l (ST): 1

()'\/T—t

De esta manera, la funcion de densidad de S, , dado §,, estd dada
por la expresion

(40) s, (s])=0 (¢ @)){%
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Observe, primero, que el Jacobiano de la transformacién satisface

|dg’1(s)|: 1
| ds | soNT -t

En consecuencia,

o5 Hrmte oo

1
s, (S|S,)=mexp = oJT—t

Esta funcién de densidad se utilizard para calcular el valor presente
neto de una opcion europea.

Valuacion neutral al riesgo de una opcion europea de compra
El precio de una opcién de compra europea en ¢ con precio de ejercicio
K 'y vencimiento en T, c¢=c(S,,;T,K,r,0), estd dado por el valor
esperado del valor presente del valor intrinseco o valor presente neto
(VPN):

c=e""Edmax (S, - K,0)|F, }

Asi pues,

. efr(T—t)J'oT max (s _K,O)fsr‘& (S|S, )ds
= e"'(r_t)J: (s=K) f 5 (51, )ds
R AN S IV

@ (3 )-(-to?)T-1))
=€ ! t)J‘x>1< 427[(;"—1)0 €Xp _% (S) ((5\/712_1‘)

L (mE)( =it )T-) i

—Ke' [ —_exp
s>K A2n(t—t)os 2 G\/T—t
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En lo que sigue, las dos integrales de (42) se denotardn, respectiva-
mente, mediante /, y 7,. Si ahora se utiliza un cambio de variable, la
primera integral se calcula como

(T 1
I =g In(K/S,)-(—16)(T-1)
=S | s o

CIR] e

_1 2 oT=te+(r—202 YTt
. (20N 04

o g
o~NT—t

|
= In(s,/K )+ (r+102)(7-1) | ——=€ * du,
i

donde se ha empleado el hecho de que —€ ~ N (0,1) y el cambio de
variable L =€ —6+/T —¢ . Asimismo, a partir del cambio de un variable,
la segunda integral satisface

o\/i

1
I, =-Ke '™ _In(/s, 162 )T~ )—ef dS
(44)

| R
=— Ke '™ ln(S JK (o r-1)| ——e * de.
H (l} e

o1

Por lo tanto, de (43) y (44), se sigue que
(45) c=80(d,)-Ke" " (d,)

donde la funciéon ® (d ) es la funcion de distribuciéon acumulada de
e ~ N(0,1), es decir,

46)  ®(d)= P{a<d}_J e —1-0(-d),

ln(K’)+ (r+10° )T 1)

0«/T—t

(47)

d=d (S,T,K,r,c)=
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(48) ln(fé)+ (r—%oz)(T—t)
d,=d, (S.t;T,K,r,0)=
,=d, (S, r,c) T —1

=d, —o~NT—t

Las ecuaciones (45) y (11) son equivalentes en el sentido de que (45)
es la unica solucién de (11).

n  Obtencion de la ecuacion BSM
mediante el modelo de Markowitz

Se supone ahora que el individuo tiene acceso a tres activos reales: una
accién de precio S;, una opcién sobre la accién de precio ¢ = c(S t,t) y
un bono de precio b, libre de riesgo de incumplimiento que paga tasa fija
r. Suponga que el rendimiento que paga el activo subyacente es

ds
= Tt =udr+oc dw.,.

t

(49) dR;
Asimismo, suponga que el rendimiento que paga el bono estd dado

por

(50) dR, =rdt.

En vista de (50), la aplicacion del lemade [tba ¢ =c¢ (S,,t) conduce
a que el rendimiento de la opcién satisface

51) dR =%y di+o, dw,
C
donde
dc  oc 1 0% _, 0 11
= L4541 552 |2
He [az a5 Hor e P e
’ d
0,=% St1
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Se supone que ¢(S,,7)=max (S, —K,0), donde K es el precio de
ejercicio de la opcién. Sea o, =S,/ 4, 1a proporcién de la riqueza que
el individuo asigna a la tenencia de acciones, o,, = ¢/ 4, la proporcién
de la riqueza que asigna a una opcién europea de compra sobre la ac-
cion, y 1—a,, —a.,, la fraccién complementaria que se asigna a un ins-
trumento libre de riesgo que paga un rendimiento » constante a cualquier
plazo. En este caso, la riqueza, 4, =b, + S, +c, satisface

(52)  dd4, =4 (1-oy, -0y, )dR, + 40, dRs + 40, dR..

Después de sustituir (50)-(51) en la riqueza, ésta se puede reescribir
como

dd, = A4, (r+(w—r)oy, + (U, —r)ow, )i+ 4, (0,0 +0,6, )dW,.

En consecuencia, se sigue que

d4, | 1
uA:=E{ 1 Lt=r+(u—r)ocl,+(pc—r)ocz,

A |dr

t

y
o= Var{dA’ ]1 =(o, 0 +0c2,c50).2

Considere ahora el problema de decision sobre las proporciones O,
y O, de la riqueza, A, que se asignan a los diferentes activos (véase
Markowitz (1952)):

2
(¢ (]9 o
S 121 . 1t
Minimizar, , 565 =,(0,,0,,) N
o6, o2 |oy,

(33)

2

. [T
sujeto a: HA:""‘(OH,,%,)[M] ~ r]:uo.

El Lagrangeano asociado al problema anterior de programacién no
lineal es

L E%(O{‘lto +a21‘00)2 +V[Mo —r—0y, (“1 _”)_azz (Hz _”):I,

donde v es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién.
Las condiciones de primer orden 8L/ do,, =0, i=1,2, conducen a
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w—r
o0 +0,0, =V N

c
. —r
a‘]tc +(12th = HL
GL‘
En consecuencia,
w—r_H.-—r
(o} (o}

Después de sustituir (i y oc en la ecuacidn anterior, se tiene que

dc  dc , 9%c

6252 |- ye=(u— a_C
o Tas WS taggEo S [re= ()3

lo cual conduce a la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes:

2
de 0,5 19 pen,
a as, 208

junto con la condici6n de frontera ¢ (S,,T)=max (S, — K,0).

» La ecuacion BSM y el teorema de Modigliani-Miller
(opciones sobre acciones apalancadas)

Las opciones de compra y venta, asi como varias de sus combinaciones,
son instrumentos financieros de bajo costo que pueden ser vistos por los
inversionistas privados como sustitutos de apalancamiento corporativo.
En esta seccién se muestra cémo las opciones financieras proporcionan
un marco tedrico adecuado para analizar la emisién de deuda como me-
dio de financiamiento de una empresa. Una deuda es una promesa futura
de pago en la que el emisor se obliga a pagar cantidades especificas en
fechas futuras predeterminadas. Si la promesa no se cumple, el acreedor
puede ejercer accidn legal en contra del deudor.

El concepto de deuda cobra gran importancia en las estructuras de
capital de las empresas. Los tenedores de acciones comunes tienen de-
recho a voto para elegir al consejo de administracion y decidir sobre las
politicas de la empresa y sélo tienen derecho al pago de dividendos des-
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pués de que éstos han sido pagados a los poseedores de acciones prefe-
rentes; estos tltimos no tienen derecho a voto pero tienen primacia sobre
los accionistas comunes al pago de dividendos y a la liquidacién en caso
de quiebra. Para los accionistas comunes, el dividendo a que tienen de-
recho los accionistas preferentes proporciona el mismo apalancamiento
que un bono con tasa de interés constante. La empresa paga dividendos
y deudas no sélo porque la ley la obliga, sino porque el valor de sus ac-
ciones es mayor si la empresa paga las deudas que si no lo hace.

Los accionistas en una corporacién apalancada, de responsabilidad
limitada, son esencialmente los duefios de una opcién de compra cuyo
precio de ejercicio son los pasivos de la empresa. Existe una sorpren-
dente relacién entre el teorema de Modigliani-Miller (MM) (1958) y las
condiciones de arbitraje del modelo BSM. En ambos, una accién y una
opcién sobre esa accion comparten la misma “clase de riesgo”, es decir,
son instrumentos perfectamente correlacionados, por lo menos en las
variaciones pequefias en sus precios; y que podrian ser mantenidas en la
misma clase de riesgo frente a variaciones mds grandes a través de un
rebalanceo dindmico del nimero de opciones en el tiempo.

A continuacion se establece la condicidon de paridad put-call para
demostrar su equivalencia con el teorema de MM. Esta relacion se hace
todavia mds clara cuando las opciones en cuestion son escritas sobre
una misma accién. La paridad put-call fue establecida primero por Stoll
(1969) y se obtiene como sigue. En un andlisis similar al de las opciones
anteriores se puede mostrar que el precio de una opcién de venta del tipo
europeo, p = p (Sl,t;T,K,F,G ) estd dado por

p=Ke"®(~d,)-S®(~d,).

Al sumar los precios de una opcion de compra y una de venta, se
obtiene lo que se conoce como condicién de paridad de puz-call:

p+S,=Ke' "D (-d,)-S,®(~d,)+5,
=Ke" "0 (~d,)+S,(1-@(~d,))
=Ke" " (1-@(~d,))+5,®(-d,)
=—Ke "D (d))+S,®(d,)+e " IK

=c+Ke T,

La utilidad de la relacion anterior radica en que una vez que se ha
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calculado el precio de opcién de compra C(Snt)’ el precio de una
opcién de venta, p(St,t), con caracteristicas similares, se calcula

mediante p:c_(St_Ke”‘(T”))obien p=c—V ,donde V =V (S,,t)

es el precio de un contrato forward. En lo que sigue se verd que la
condicién de paridad put-call es realmente una version disfrazada del
teorema de MM. Para ver esto, considere la siguiente identidad valida
para cualquier valor de K :

S, =c(S,,t)+Ke" "~ p(S,,1),

donde S, es el precio “spot” de la acci6n subyacente, K es el precio de
ejercicio de las opciones call y put, 7' es el tiempo de vencimiento de las
opciones, r es la tasa de interés y ¢(S,,¢) y p(S,,t) son las primas de
las opciones call y put, respectivamente. Ahora se reinterpretard la con-
dicién anterior con respecto de la estructura de capital de una empresa.
Por simplicidad, se supondrd que la empresa emite un solo bono cup6n
cero. En este caso, S, se convierte en el flujo de efectivo de la empresa,
K es el valor contable de los pasivos de la empresay ¢ (S . z) es el valor
de mercado de las acciones apalancadas de la empresa sujeta a riesgo
crédito. Si el valor de los flujos de efectivo en la fecha de vencimiento
de la deuda S, fuera menor que K, con base en la responsabilidad
limitada, en caso de quiebra los acreedores tendrian primacia sobre los
accionistas en el proceso de liquidacién. El valor de mercado de la deuda
es Ke ') _ p(S,,t), es decir, el valor presente de la deuda menos el
valor de la opcién de venta de los accionistas. El valor de mercado de la
deuda y de las acciones de la empresa son claramente funciones del apa-
lancamiento de la empresa. En virtud de la paridad put-call, se sigue que
la suma es independiente del apalancamiento. Es decir, los componentes
de la estructura de capital siempre suman S, , el flujo de efectivo no apa-
lancado, justamente como lo expresa el teorema de MM en ausencia tanto
de costos de transaccion como de impuestos sobre la deuda (beneficio
fiscal de deducir el pago de intereses de la deuda).

»  Obtencion de la ecuacion BSM
mediante el postulado de racionalidad economica

Esta seccién muestra que la consistencia de la existencia de consumi-
dores racionales con los resultados derivados de principios financieros
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fundamentales como son: condiciones de no arbitraje, argumentos del
modelo CAPM, portafolios replicantes y autofinanciables, valor presen-
te de las ganancias esperadas, modelo de Markowitz y el teorema de
Modigliani-Miller, entre otros.

Se supone ahora que el individuo tiene acceso a tres activos reales:
una accidn de precio S;, una opcién sobre la accién de precio ¢ = ¢ (S, , t)
y un bono de precio b, libre de riesgo de incumplimiento que paga tasa
fija r. Suponga que el rendimiento que paga el activo subyacente es

(54) dRy =udr+o dWw,.

Asimismo, suponga que el rendimiento que paga el bono estd dado
por

(55) dR, = rdt.

En vista de (54), la aplicacion del lemade Itda ¢ =¢ (S,,t) conduce
a que el rendimiento de la opcién satisface

(56) dR =%~y di+o,dw,
c
donde 2
.= %J,.a_cusl.l,.la_iozsf l
ot ds, 298, c
y
oc 1
6, =—0S8,—
cas e

t

Se supone que c¢=c(S,,/)=max(S,-K,0), donde K es el precio
de ejercicio de la opcion. Sea g, la riqueza real del individuo y sean
w, =8, /a, 1a proporcién de la riqueza que el individuo asigna a la te-
nencia de acciones, w,, =c/a, la proporcién de la riqueza que asigna a
una opcion europea de compra sobre la accion, y 1-w, —w,, la frac-
cién complementaria que se asigna a un instrumento libre de riesgo que
paga un rendimiento r constante a cualquier plazo. La variable w;, es
diferente de la variable 0, introducida en la seccion anterior en (52), ya
que W, incorpora ahora la decisién de consumo. Por la misma razén, la
variable a, y la variable 4,, también introducida en (52), son diferentes.
En este caso, el agente desea resolver el siguiente problema (cf. Merton
(1969) y (1971)):
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.. Tcl s
(57) Maximizar E || =te’ds+b(a,,T)|F, |,
Comyoy, 0
sujeto a:
(58) da, =aw,dRs +a,w,dR.+a,(1-w, —w,, )dR, —Cdt,

donde C, es consumo, & es la tasa subjetiva de descuento, b(a,,T)
es una herencia o valor de salvamento y F, es la informacién (sobre
precios) disponible al tiempo ¢. Después de sustituir (54)-(56) en la
restriccion presupuestal, ésta se puede reescribir como

da, =aq, [r+ (w—r)w, + (. —r)wy, —%]di+at (w0 +w,0.)dw,.

t
Si se define (la funcién de utilidad indirecta)

TcY s
J(a,t)=max E U e’ ds+b(aT,T)|F,}

G Wy

se sigue que

J(a,t)=max E UHd’CY—AYe'Mds + J.Irdf—ge"a"'ds +b(a,,T)| F,}
SRRy ! *
= max E“{Hm%‘{e‘“ds+J(a, +da,,t+dt)|F,}
Co W frear)
~ max E[Sedr+o@n)+J (a,1)+dJ (a, 1)|F, |
CoM W frar)

en donde se ha utilizado la recursividad de J , una aproximacion de
primer orden del teorema de Taylor y el teorema del valor medio del
cdlculo integral. Observe también que J (a,,7)=b(a,,T). En virtud
del lema de Itd, aplicadoa J =J (at ,t), se tiene que

(59)
— Cy 51 C
0=max EB|-Ledt+o(dt)+|J,+J,a,|r+u—r)w,+ (U —r)w, ——=
Y a

Cpowyps oy t
2
P10 O 40,0, 47,0, (0,0 + 0,0 ), F}

a’t
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Si se toman esperanzas de los términos dentro del paréntesis vy,
posteriormente, se divide entre d¢ y se toma el limite cuando dz — 0; se
sigue que

(60)

Gy Y '

C! . C
O=max <——e*'+J,+J.a|r+W—r)w,+(u —r)w, ——=
a

+1Ja (wo +w,G,) }
Considere un candidato de la forma
J(a,t)=V(a,)e™,
entonces
J,=V'(a)e®, J.=V"(a)e®, y J=-8V(a)e"
Ahora bien, si C,, w;, y w,, son 6ptimos, se tiene que
0= C—’Y—SV(at)+ V'(a)a,| r+—r)w, + (W —r)w, —QJ
(61) Y a,

+V(@)a (0,0 w0, )

Suponga

al
4 (at ) =B,
entonces v

V'(a)=Ba™ 'y v"(a)=B -1l

De esta manera, la ecuacion (61) se transforma en

(62)

CY a C
0=—"L-8B L+Ba’| r+(u—r)w,+ (U, —7r)w, ——
OB [ (=r)wi, + (e =7 )y, ——

t

1
+5[3 (y-Da} (wo +w2,cc)2.
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Al derivar la expresion anterior con respecto de C,, w;, ¥ w,,, s€
obtienen, respectivamente:

(63) C''-Ba =0,

Ba/ (u—r)+B(y-1)a)(wo +w,0,)0 =0
Bal (u.—r)+B (y-1a!(wo +w,0.)5.=0

Estas tres ecuaciones se pueden reescribir como:
1
(64) C = B%H)a,,
p-r=>1-y)(wo +w0.)o
y Mc_rz(l_Y)(Wltc +W2160)Gc'
La primera ecuacidén indica que el consumo es proporcional al nivel

de la riqueza. Las dos tltimas ecuaciones implican que los premios al
riesgode S,y c(S,,t) son iguales, es decir,

(66) Me=r _H=r
o c

c

Después de sustituir | y ¢, en la ecuacion anterior se tiene que

ac aC lazc 2.2 dc
9,9 s +19€¢5262 | e c(u-r)% s
(aeraSt“ a0 S Tre=(hor)aeS

lo cual conduce a la ecuacién diferencial parcial de Black-Sholes:

%+£rS+]a—ZCG
o a8, s

’S?—rc=0

junto con la condicién de frontera ¢(S,,7)=max (S, —K,0). Este
resultado es acorde con los obtenidos en las secciones previas.
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Como puede observarse, a partir de los resultados anteriores, cuando
los agentes son expuestos al riesgo de mercado, éste afecta de manera sen-
sible su comportamiento y expectativas. Por ejemplo, si un consumidor-in-
versionista toma decisiones de consumo e inversién en un ambiente deter-
minista y tiene acceso a bonos y acciones, se tiene que suponer que los dos
activos son perfectos sustitutos, ya que de otra forma el activo que paga
un menor rendimiento desaparece automaticamente de las alternativas del
agente y ni siquiera lo considera en la restriccion presupuestal. Por esta
razén es comun suponer que el agente tiene acceso sélo a un bono, libre de
riesgo de incumplimiento, que paga tasa de interés constante. En este caso,
el agente asigna el 100% de su riqueza a la tenencia del bono. Ademds, el
consumidor puede determinar la trayectoria 6ptima de consumo. Mientras
que en el caso estocdstico, el agente asigna una proporcién de su riqueza al
bono distinta del 100% y las proporciones complementarias las asigna a la
tenencia de un activo riesgoso y un derivado sobre dicho activo. Ademads,
infortunadamente, la trayectoria de consumo ya no puede ser determinada
porque el consumo se convierte en variable aleatoria, situacion que estd
mds acorde con la realidad. En consecuencia, la consideracién del riesgo
conlleva a cambios cualitativos y cuantitativos drasticos en las decisiones
de consumo y portafolio.

n  Conclusiones

Este trabajo ha proporcionado diversas pruebas indirectas que muestran
que postular la existencia de consumidores hiper-racionales es consis-
tente con la teoria financiera. La EDP de segundo grado de BSM cuya
solucién determina el precio de un producto derivado se obtuvo bajo di-
ferentes principios financieros, tales como: condiciones de no arbitraje,
CAPM, portafolios replicantes y autofinanciables, VPN, el modelo de
Markowitz y el teorema de Modigliani-Miller. Posteriormente se obtuvo
exactamente la misma ecuacion (de BSM) utilizando el postulado de
racionalidad econdmica. Esto significa que dicho postulado es plena-
mente consistente con los conceptos centrales que se utilizan en la teorfa
y préctica financiera.

Este trabajo, al mostrar que los principios financieros mds comunes
llevan consigo de manera implicita el postulado de racionalidad econé-
mica, revive la discusion sobre la aceptacion de dicho postulado o de
cualquiera de sus formas relajadas. Esto traerd como consecuencia el
desarrollo de mds investigacidn en varias direcciones sobre el tema; en
particular, sobre la biisqueda de otros principios financieros que sean
consistentes con racionalidad econémica.
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Por ultimo, es importante destacar que aunque el problema del con-
sumidor-inversionista racional se resolvi6 utilizando una forma funcio-
nal especifica del indice de satisfaccion, la obtencion de ecuacién dife-
rencial parcial de BSM es independiente de la funcién de utilidad.
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