EconoQuantum, volumen 19, nimero 2, julio-diciembre de 2022, pp. 83-92

Subastas simultaneas de bienes
idénticos mediante el mecanismo
del primer precio con premio para
los compradores

Simultaneous auctions of identical
items by first-price close mechanism
with a bonus for buyers

Resumen.

Objetivo: Estudiar, desde el punto de vista del vendedor, la
manera de subastar un conjunto finito de bienes idénticos
donde se otorga un cierto premio al postor que obtenga el
conjunto completo de bienes, tomando en cuenta el com-
portamiento estratégico de los postores.

Metodologia: Se modela la situacién como un juego bayesia-
no considerando el espacio de estrategias de cada jugador
como R7*.

Resultados: Se muestra un equilibrio bayesiano simétrico y
se demuestra que el vendedor es indiferente entre algunas
maneras de ofrecer la utilidad extra, al obtener el mismo
rendimiento esperado.

Limitaciones: E1 modelo sol6 considera el caso de bienes
idénticos.

Originalidad: Se encuentra la puja de equilibrio para un caso
de m subastas simultidneas y n postores, bajo el mecanismo
del primer precio considerando utilidad extra modeladas
mediante juegos bayesianos.

Conclusiones: Los cambios en el rendimiento esperado del
vendedor no son sensibles ante algunas maneras de otorgar
el incentivo.
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Abstract.

Objective: In this paper we study, from the seller’s perspecti-
ve, how to auction a finite set of identical items when the bu-
yer who obtains the whole set of goods (if any) gets a bonus,
such that the seller maximizes his expected revenue and
taking into account the strategic behavior of the bidders.
Methodology: We use Bayesian Games for modelling the
situation considering a strategy space equal to R} for
each bidder.

Results: We show a Symmetric Bayesian Equilibrium for the
model as well as the seller’s indifference between several
natural ways for offering the bonus to a bidder getting the
whole set of items, because he obtains the same expected
revenue.

Limitations: The model regards only identical items.
Originality: We show an equilibrium bid for a n-personal
model of m Simultaneous Auctions under first-price close
mechanism considering that there is a kind of extra profit.
Conclusions: The seller is indifferent between several ways
to offer the bonus. It could be interesting to contrast the
theoretical results under an experimental framework.
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Introduccion

Las subastas analizadas como juegos bayesianos,
propuestos por Harsanyi (1967), permiten estu-
diar el comportamiento estratégico de postores
y vendedores. Normalmente estos modelos con-
sideran que los postores no poseen informacion
certera acerca de cdmo sus oponentes valoran los
objetos, tal y como sucede en el modelo clasico de
la subasta cerrada del primer precio por un tnico
bien, donde se asume que la falta de informacién
es compensada en el modelo por variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas
asociadas a la valoracién del objeto subastado. Este
supuesto modela una especie de simetria con res-
pecto a la falta de informacion entre los postores
y el hecho de que la manera en que cada postor
valora el objeto no se ve influenciada por la forma
en que los demas lo hacen. Este tipo de modelos
han sido estudiados satisfactoriamente por Vickery
(1962), Milgrom y Weber (1982) y mas reciente-
mente por Krishna (2009).

Al cambiar a un contexto de subastas simulta-
neas donde existe la posibilidad de obtener una
ganancia extra condicionada a ganar cierto nime-
ro de subastas, y ademas se preserva el mecanis-
mo cerrado del primer precio, los resultados en
la literatura referentes al comportamiento estra-
tégico se vuelven escasos, a pesar de sus multi-
ples aplicaciones dentro del comercio electréni-
co y otros ambitos. Krishna y Rosenthal (1996)
muestran algunos resultados para el caso de su-
bastas simultaneas bajo el mecanismo del segun-
do precio y bienes con sinergias. Por otro lado,
Rosenthal y Wang (1996) muestran condiciones
necesarias y suficientes que una estrategia debe
cumplir para ser Equilibrio Bayesiano Simétrico
(EBS) en un caso particular de subastas simulta-
neas del primer precio. Posteriormente, Szentes
y Rosenthal (2003) exponen un caso bipersonal
de tres subastas simultaneas por bienes idén-
ticos, donde se considera que la valoracién por
un solo bien es cero pero cuando se ganan dos o
mas bienes la valoracién del conjunto es positiva
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e idéntica entre los postores y esta informacién es
de conocimiento comun. El resultado principal en
dicho estudio muestra un equilibrio en estrategias
mixtas el cual es obtenido mediante una técnica
constructiva y posee interesantes interpretaciones
geométricas.

El interés teérico alrededor de este tema se
centra en que no siempre es posible llevar los ca-
sos de subastas simultaneas a ser estudiados como
juegos bayesianos debido a la complejidad de las
expresiones probabilisticas asociadas a cada posi-
ble modelo.

Ademas de los estudios teéricos antes mencio-
nados, existen diversas aplicaciones practicas que
motivaron nuestro estudio. Una de ellas es la re-
ciente técnica de comercializaciéon de productos
en condiciones especiales que algunas empre-
sas estan realizando mediante diferentes meca-
nismos de subastas. Por ejemplo, en el caso de
las empresas dedicadas a la fabricacién de pro-
ductos electrdnicos, las cuales destinan algunos
de sus productos a sus departamentos de repara-
cién o reensamblaje para su reacondicionamiento
debido a defectos de fabricacién y/o fallas en su
funcionamiento. Los productos que salen de estos
talleres ya no poseen las mismas caracteristicas
técnicas que ofrece un producto completamente
nuevo, sin embargo, existen distintas categorias
conocidas por los compradores, las cuales des-
criben el grado de modificacion que a sufrido el
producto. Posteriormente, tales productos salen
de esos talleres para ser subastados en lotes de
bienes idénticos mediante paginas de comercio
electrénico. Las caracteristicas de este ejemplo
muestran que cada posible comprador esta inte-
resado en adquirir cierta cantidad dada de bienes
idénticos y que ademas puede expresar la valora-
cion del conjunto completo de objetos de acuer-
do a la cantidad de bienes que conforman el lote
subastado. Bajo el esquema de unica subasta po-
demos destacar que, para los posibles comprado-
res, cambiar a un mecanismo que ofrezca asignar
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cada objeto de manera individual implicaria que
la disposicién a pagar por un objeto adicional se-
ria constante debido al interés de los participan-
tes por obtener el lote completo.

Asi, al considerar que la disposicién a pagar
de los posibles compradores es constante, surge
nuestro interés por estudiar diferentes maneras
de subastar lotes de productos idénticos. Particu-
larmente, exploramos el caso de un mecanismo de
subastas simultaneas con premio para los com-
pradores donde posiblemente podrian generarse
ingresos mas altos para los vendedores debido a
que la forma de pujar de cada postor no solo to-
maria en cuenta la valoracién individual de bien si
no también el posible premio.

En esta investigacion proponemos un modelo
personal para un caso de subastas simultaneas
por bienes idénticos bajo el mecanismo cerrado
del primer precio con la particularidad de que si
alguin postor llegase a obtener el lote completo
de bienes obtendra una utilidad extra, la cual re-
presenta un premio que el vendedor ofrece para
incentivar a los postores a realizar pujas mas al-
tas. Dicho incentivo puede ser una oferta de envio
gratis o bien incluir algunas piezas extras para el
ganador, lo cual es informacién de conocimien-
to comun entre los postores. Asi, vemos que para
este caso la valoracion del conjunto completo de
bienes es mayor a la suma de las valoraciones in-
dividuales de los objetos para todos los postores.
Con ello, proponemos que los postores raciona-
lizan sus pujas considerando la valoracion del
objeto y la utilidad extra de acuerdo a una funcién
bivariada. Ademas, asumimos que la utilidad extra
esta dada en funcién de la valoracién individual del
objeto de acuerdo a una funcién H(+). El marco an-
teriornos permitirallevar estasituaciénaunjuego
bayesiano y encontrar los equilibrios asociados
al comportamiento estratégico de los postores
y analizar con especial atencién el rendimiento
esperado del vendedor cuando enfrenta esta si-
tuacién. Particularmente, comprobaremos si el
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rendimiento esperado del vendedor se ve afectado
ante diferentes propuestas para la funcion H(*) y
compararemos nuestro caso con la situaciéon don-
de el vendedor decide subastar el lote completo
de objetos junto con el incentivo adicional median-
te una Unica subasta cerrada del primer precio.

El articulo se organiza de la siguiente manera:
Enla Seccién 2 mostraremos el modelo general y
explicaremos la construccién que nos lleva a nues-
tro primer teorema. En la Seccién 3 analizaremos
el rendimiento esperado del vendedor en diferen-
tes casos. Finalmente, en la Seccién 4 cerramos
nuestra investigacién analizando los resultados y
explicando algunos casos abiertos para posterio-
res investigaciones.

Modelo general

Sea N={1,2,..,n} el conjunto de postores y M={1,2,-
,m} el conjunto de bienes. Cada postor, i € N, tiene
una valoracién individual por cada bien j EM
denotada por aij y una utilidad extra denotada
por c; que obtendra si obtiene todos los bienes a
subastar. Asi, la utilidad del jugador i por cualqui-
er subconjunto /] cM est4 dada por X je; alj y por
el conjunto completo de bienes queda dada por
ci+ Z]’EM aij .

Siguiendo la metodologia clasica, modelare-
mos como un juego bayesiano la situacién don-
de n postores enfrentan m subastas simultaneas
cerradas del primer precio. Asumiremos que cada
jugador racionaliza su puja de acuerdo a una es-
trategia de puja b(-). El juego sera analizado des-
de la perspectiva del postor 1 ya que se considera
que los jugadores son simétricos. Denotaremos por
bif la puja del postor i EN por el bien j EM. Asi,
{bij},-EM representa el conjunto de pujas del juga-
dor i.

Noétese que cada jugador puede obtener 2™ po-
sibles subconjuntos de bienes como resultado de
las subastas. Si excluimos el caso donde el postor
1 pierde todas las subastas, hay 2™-1 términos
ponderados por sus respectivas probabilidades,
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relevantes para la utilidad esperada del jugador 1.
Asi, la utilidad esperada del postor 1 esta dada por:

({b{}jem) = Tjem [Z/.E](a{ —b])P <{i61}3;\1€(“{b!7} & b{} 3 { Iggﬁ}{b 1>

(1) bf} )]+(Z‘ (aj—bj)+c)P({ max {b.f}<bj} )
& jemy JEM\ ™1 1 1 ien\{1} i 1 em 4
donde para todo ieEN\{1} y todo j €M, cada
b! es una variable aleatoria independiente son so-
b)) de
la ecuacién anterior, podemos observar que el

porte en R.. Factorizando el término (a] -

término probabilistico asociado es la probabili-
dad marginal de la variable aleatoria lerpvé\iﬁ}{ [}
Tomando en cuenta lo anterior y reescribiendo la ex-

presion general dada por la ecuacién (1) obtenemos:

(2) len) =3[0l -0 (ot <o)} o (L s 01 <28} )
Ahora, suponemos que cada postor racionaliza
su puja del mismo modo de acuerdo a una funciéon
bivariada b(-) que considera dos criterios de deci-
sién. Ademas, asumamos que los postores que no
son el postor 1 pujan de acuerdo a la valoracion
individual del bien y la utilidad extra. Lo ante-
rior implica que para todo i EN \{1} se tiene que
b/ = b(a/,c;)con b(-) una funcién creciente entra-
da a entrada. Dadas estas condiciones, el postor 1
tendra que averiguar cudl es su mejor respuesta
ante esta situacidn, lo cual es equivalente a elegir
{xj};en y ¥ que maximicen su utilidad esperada:

({5} jem ¥) Z [
(3) jem v
+cP (Len:\]/%(xl){b(aiy'ci)} S b(xi'Y)}iEM).

= b(x;, y) ( n’&i\{(l}{b(a,.",c,-)} < b(x{,y))]

Con esta construccion podemos desarrollar di-
ferentes casos dependiendo de la informaciéon que
los postores tengan en cada situacion.

En este articulo, desarrollaremos el caso que
considera que los bienes subastados son idén-
ticos y que la valoracién individual es un valor
privado e independiente. También, supondremos
que la utilidad extra esta definida en funcién de la
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valoracién individual. Algunos ejemplos de dicho
incentivo se dan bajo el contexto del comercio elec-
trénico, como lo puede ser ofrecer envi6 gratis, o
bien, una cantidad extra de articulos.

Considerando que los bienes son idénticos te-
nemos que para todo i EN y j EM,a/ = a;, donde a;
representa la valoracion del postor i por un bien.
Asi, tenemos que todo i €N recibe un tipo a; que
sera elegido de manera independiente por la fun-
cién de distribucion F(-) con densidad f(-)>0 en
el intervalo [0,a].

Por su parte, la utilidad extra estara dada por
una funcién H:[0,a]—R. la cual es de conocimiento
comun entre los postores y se interpreta como la
regla que determina el valor de la utilidad extra, la
cual dependera de como se valore el bien de ma-
nera individual, esto es, c;=H(a;). Por ejemplo, si
consideramos H.(a;)=c con c €R. significa que la
utilidad extra esta dada por una cantidad fijay co-
nocida por los postores, como lo puede ser la ofer-
ta de envio gratis. Por otro lado, si consideramos
que Hy(a;)=ka;, con k €N, significa que la utilidad
extra estaria dada por una cantidad adicional de
bienes. Denotamos entonces por v; ala valoraciéon
del jugador i €N por el conjunto completo de bie-
ma;+H(a;).

Dado que los bienes son valorados de la mis-

nes, la cual estd dada por v; =

ma manera, asumimos que los postores pujan la
misma cantidad en todas las subastas._Entonces,
tenemos que para todo i ENy j €M, bl.] =b;. Note-
mos que al pujar la misma cantidad en cada su-
basta los posibles resultados de las subastas son
ganar o perder todo el conjunto de bienes. Rees-
cribiendo la ecuacién (2) con estas implicaciones
obtenemos:

(4) (b)) = ; [((11 - b')P(émf‘,{b 1< b )] + H(a,)P ({ m‘\lg(){b) <b } M)

= [m(a, — by) + H(a,)]P (iéﬁ'ia(xl){bi} <& bl)_

Ahora, si suponemos que cada postor raciona-
liza su puja de acuerdo a la funcién bivariada b(+)
y que los criterios de puja en los que se basan los
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postores i EN \{1} son la valoracidén individual del
bien y la utilidad extra tenemos que b; = b(a;,H(a;)).
Asi, definimos la funcién a(a;)=b(a;H(a;)) la cual
conserva las propiedades de ser creciente, no ne-
gativa y a(0)=0. De este modo la utilidad esperada
del postor 1 queda dada por:

(5) n(x) = [m(a1 - a(x)) + H(al)]P (l_g}?g(l}{a(ai)} < a(x)).

Dada la ecuacién (5) podemos ofrecer un equi-
librio bayesiano simétrico determinando la mejor
respuesta del postor 1 dado que los demas posto-
res pujan de acuerdo a a(a;). Asi, nuestro primer
resultado queda dado por el siguiente Teorema:

Teorema:

Para el caso de m subastas simultdneas cerra-
das del primer precio y n postores donde se conside-
ra que los bienes subastados son idénticos, la valora-
cién individual es un valor privado e independiente,
la utilidad extra estd definida por H(-) y la estrategia
de puja estd dada por a(+), bi=b(a;,H(a;))=a*(a;), con

(n—1) [, xF )" f(x)dx (n—1) [, HEOF ()2 f(x)dx
+

o (@) =

Flay™ ()™
6 B
(6) (-1 [ (x 4 %) FOO™2 f(x)dx
- Fla)"™ i

es un Equilibrio Bayesiano Simétrico.

Prueba: Notemos que,
P (ié}\}%){a(am < (x(x)) =P ((x (ielgz\ié){ai}) < a(x))

debido a que a(-) es una funcién creciente. Des-
pués, aplicando su inversa en ambos lados de la
desigualdad obtenemos:

7N m(x) = [m(a1 — (x(x)) + H(al)]P (igqva\l{xl}{ai} < x)

Sea Fx(-) la funcién de distribucién de la varia-
ble aleatoria asociada al maximo de las valoracio-
nes individuales. Considerando que las valoracio-
nes individuales estan dadas por valores privados
e independientes tenemos que
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P (ierpv%é}{ai} < x) =F(Xx) =FX)"!

y asi obtenemos:
8) mx) = [m(al — (x(x)) + H(al)]F(x)n‘l.

Después, tomando la derivada de 1t con respec-
to de x obtenemos:

9) - DF)" 2 f)[m(a; — alx)) + H(ay)] - ma

Aplicando las condiciones de primer orden y
haciendo x=a,, por la definicién de equilibrio si-
métrico, obtenemos la siguiente condicién:

(10) (n— DF(a)"%f(a)|m(a, — a(a))) + H(a,)| = ma’'(a,)F (a,)"%.

Reacomodando algunos términos obtenemos
la siguiente igualdad:

(1 1) mla(a;)F(a)" ' = [ma; + H(a)](n — 1)F(a1)"_2f(a1).

Después, aplicando el Teorema Fundamental
del Calculo, tenemos:

(12) ma(a)F(a)"* =(n-1) f [(mx + H()]F ()" 2 f (x)dx.

Despejando y separando las integrales de la de-
recha, obtenemos la siguiente expresion:

n-1) f:‘ XFQO)™ 2 f(x)dx (n—1) fuﬂ’ H()F ()™ 2 f(x)dx
F(a)n1 + mF(a,)"1 :

(13) o'(ay) =

La expresién (13) proporciona la forma funcio-
nal de la puja dada por ax(-). Para demostrar que
dicha expresién en verdad representa un equilibrio
bayesiano simétrico, debemos probar que, dado que
los postores i EN \{1} pujan de acuerdo a a*(a;), la
utilidad esperada del postor 1 se maximiza cuando
x=a4. Paralograrlo analizaremos el cambio de sig-
no en 7'(-) cuando x#c.
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Sea x<c1. De la ecuaciéon (11) tenemos que

(n—1)F(a;)"2f(a;)[m(a;—aay))+H(a,)]
mF(a )"t ’

o'(a;) =

Usando lo anterior y evaluando 7'(-) en x ob-
tenemos:

(x) = (n— DF)"2f(x)[m(a, — a(x)) + H(a,)]
mF ()" (n — DF )2 f () [m(x — ax)) + H(x)]
- mF (x)n-1 :

(14)

Simplificando la ecuacién (14) obtenemos:

(15) () = (- DF)"*f()[mla; —x)] >0

Con un razonamiento similar podemos probar
que si x>cq, ' (x)<0.
Notemos que

(n—1) J} 1 xF ()" 2 (x)dx
F(ai)‘ll—l

(-1 [T HEF ()" f(x)dx

o (ai) = mF(a;)""t

es creciente en a; y por tanto es un equilibrio
bayesiano simétrico que asegura que quien valora
mas el conjunto de bienes ganara todas las subas-
tas, excluyendo la posibilidad de que algtn postor
pudiese obtener utilidad negativa al obtener sélo
un subconjunto de bienes.

Por otro lado observamos que la puja de equi-
librio ax(:) se compone de dos términos, donde el
término de la izquierda corresponde a la bien co-
nocida expresion de la puja de equilibrio de la su-
basta cerrada del primer precio por un bien valo-
rado en ai. Por su parte, el término de la derecha
se interpreta como la cantidad adicional que los
postores estan dispuestos a pujar en cada subasta
dado que se ofrece un incentivo dado por H(+). Por
ejemplo, si consideramos H(x), donde la utilidad
extra esta dada por una cantidad fija ¢, tenemos
que ax(-) queda dada por la siguiente expresidn:

(16) (- DEHOF@™ f@dx e[ - DFO™f@ydx

mF (a1 mF(a)"t m

Lo anterior muestra que la cantidad adicional
que los postores pujan por cada bien equivale a

EconoQuantum, volumen 19, nimero 2, julio-diciembre de 2022, pp. 83-92

distribuir en m partes iguales el valor de la utili-
dad extra. Ahora bien, si consideramos Hj(x), o sea
cuando la utilidad extra esta dada por un nimero
adicional de unidades:

n—1) f:i H (DF)"? f()dx  k (n—1) fou" XF(x)"2 f(x)dx

(
(1 7) mF (a;)"1 m F(a)"-*

lo cual muestra que la cantidad adicional que
los postores pujan en este caso equivale a distri-
buir la puja de equilibrio del primer precio en %
partes iguales, esto debido a que el incentivo esta
dado por k unidades adicionales del bien y cada
postor tiene su propia valoracion personal, por lo
que la cantidad adicional que pujan esta en fun-
cion de la propia valoracion y de la distribucion
de las valoraciones de los oponentes.

Como ejemplo, veamos el equilibrio obtenido
asumiendo que las valoraciones individuales de los
bienes siguen una distribucién uniforme en [0,1].
Con ello, estaremos analizando el caso donde los
postores desconocen por completo la manera en
que cada objeto es valorado por sus oponentes y
de esa forma obtener una expresion de la puja de
equilibrio mas facil de interpretar. Reescribiendo
la expresion (6) para el caso de H, () tenemos:
n—1) ["x" tdx (=D p A (n—1) I

(=
a1 ma;""1 n g

(18) w(a =1

Ahora bien, considerando el caso para Hy(+)
tenemos:

a;.

(n—1) foai alstde ky(n—1)
il (g

@i n

(19) @ =(1+2)

Notemos que las expresiones (18) y (19) son
crecientes en el nimero de jugadores, lo que sig-
nifica que entre mayor sea el niumero de postores
mayor serd la puja. Del mismo modo ambas son
crecientes respecto de la utilidad extra lo que nos
hace plantearnos si existe alguna manera de ofre-
cer la utilidad extra para que el vendedor incre-
mente su rendimiento esperado.
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Rendimiento esperado del vendedor

En esta seccion analizaremos la ganancia espera-
da del vendedor para nuestro caso de subastas si-
multaneas. Nuestro andlisis se centra en estudiar
diferentes propuestas respecto a la funciéon H(-),
la cual describe la forma en que esta definida la
utilidad extra para los postores.

Se asume que el vendedor tiene una cantidad
fija de bienes junto con la utilidad extra para ofer-
tar a los postores, donde deberia de poder anali-
zar cOmo subastar estos bienes de modo que los
postores reciban un mejor incentivo y posiblemen-
te lograr pujas mas altas para obtener un mejor
rendimiento esperado.

Por ejemplo, si suponemos que el vendedor po-
see una cantidad fija de bienes idénticos e indivisi-
bles dada por r €N, donde r=k+m, y consideramos
Hp(x), tenemos un caso donde para los posto-
res es de conocimiento comun que si alguno de
ellos gana las m subastas obtendria k unidades
extra de bienes. Por otro lado, si consideramos
H.(x), tendriamos que la utilidad extra estaria
dada por una cantidad fija y conocida dada por c.
Una manera de sintetizar el analisis de ambos ca-
sos es definiendo Hy, -(x)=kx+c, con k ENy c ER.
y analizando la utilidad esperada del vendedor para
este caso.

Denotamos por R* la ganancia esperada del
vendedor para nuestro caso de subastas simulta-
neas cuando los postores siguen como estrategia
de puja a*(-). Entonces:

(20) R'=E <ma* (niiez]iVX{ai})) =mE (0(” (%%X{ai}))-

Dado que la valoracion individual del bien esta dada
por un valor privado e independiente tenemos que
si Fy(+) es la distribucion asociada a la variable
aleatoria g}:zjivx{ai}, entonces Fy(x)=F(x)"y por
tanto fy(x)=nF(x)"~1f(x). Asi, la ganancia espe-
rada del vendedor queda dada por:
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(1) R'= mjaoﬁ(x)nF(x)”‘1 FCx)idx.

Considerando el caso donde la utilidad extra
estd dada por Hy ¢(-) y el vendedor posee r bienes
idénticos e indivisibles y una cantidad fija c>0 para
dar como incentivo, determinaremos si la manera
en que el vendedor distribuye los r bienes entre
las m subastas y los k objetos extras que ofrece
en promocion implica algin cambio en su rendi-
miento esperado. También analizaremos cdmo
afecta el monto adicional dado por c. Reescri-
biendo (21) bajo estos supuestos obtenemos la
siguiente expresion:

alon=1) [} (y + 32+ £) PO F)ay

(22) m:mfol e

] nF ()" f(x)dx.

Reacomodando algunos términos obtenemos
la siguiente equivalencia:

. x k
aln-1 1+—)yF(y)" 2 f(y)d
- [ =1 [ (1+5) YFOI 2 F)dy RSN

l F(x)n-1

(23)

nF ()"t f(x)dx.

altn -1 [ FOI? )y
onf[e2tg

Notemos que

(24) =0 o mFO P f Oy _mly (= DFOY* f()dy ¢

F(x)r2 F(xyrt m

De igual manera vemos que

(25) mJa%nF(x)”‘1 f(x)dx = cF(a) = c.
0

Denotando por

o~ _ (=D [JyFO)" 2 f(y)dy
b (x) = . F(x)n-1

la bien conocida puja de equilibrio de la subas-
ta cerrada del primer precio por un bien valorado
en x, sustituyendo (23) en (21) y factorizando el
término (1 +3) obtenemos:
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(26)

R'=(m+k) fabA’ CONFE) L f(x)dx + ¢ = rfabA’ CONFx)™ 1 f(x)dx + c.
0 0

La expresion anterior muestra que sin impor-
tar cémo el vendedor distribuya los r bienes, en-
tre las m subastas y los k bienes extras, su ingreso
esperado es el mismo. También, observemos que
cuando parte del incentivo ofrecido por el vende-
dor esta dado por una constante ¢ > 0, sucede que
el vendedor siempre recupera dicho valor por lo
que tampoco influye de manera determinante en
su ingreso esperado. Esta conclusion resulta ser un
tanto contraintuitiva debido a que se esperaria que
en la practica los postores cambiaran la manera de
pujar cuando el incentivo que les ofrecen cambia.

Ahora buscaremos determinar el rendimiento
esperado del vendedor cuando decide subastar el
conjunto completo de bienes junto con la utili-
dad extra mediante una sola subasta cerrada del
primer precio. Supongamos que los postores i EN
pujan en equilibrio de acuerdo a la valoracion del
conjunto completo de bienes, del mismo modo que
si se subastara un bien cuya valoracién para el pos-
tor i estuviera dada por v;=ma;+H(a;).

Modelaremos esta situacién como un juego ba-
yesiano considerando el caso donde la utilidad
extra esta dada por Hy c(-). Sea A la variable alea-
toria en el intervalo [0,a] con funcién de distribu-
cién F(-) y densidad f(-) y seaV =rA+clavariable
aleatoria en el intervalo [c,ra+c] con funcién de
distribucién F,(-) y densidad f,(-). Asi, tenemos
que v;=ra;+c es un valor privado e independiente
que representa la valoracién del postor i por el
conjunto de bienes. Entonces, la expresiéon gene-
ral de utilidad esperada para el postor 1 es

27y (b)) = (vy — by)P (I.EIPVE\%}{bi} < b1)

donde b; representa la puja del jugador i €N. Si-
guiendo la metodologia clasica considerando que
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los jugadores pujan de acuerdo a una funcién 5(+)

creciente y no negativa tal que 5(0)=0 tenemos:
(b)) = (v, - b)) P (ierpvz\\ﬁ}{l?(vi)} < B(y))

(28) = (v, = b)) P (5 (i;ge\lgl){ui}) < B(y))

= (m = B(y)) P (l.g;'c\lgcl}{vi} < y)-

Notemos que

P( max}{vl-} = x) = B>

[EN\{1
y asi obtenemos la siguiente expresion para la
utilidad esperada:

@ 1) = (v —b®)) RO

Dela ecuacion (29) obtenemos la puja de equi-
librio para este caso:

- (=1 [ yE )" f,()dy

(30)  h(v,) = A

Como

R(y) =PV <y)=Pra+c<y) =P(4<Z5)=F(X)

r

y sustituyendo esto en (30) obtenemos la si-
guiente equivalencia:

TN G M G L
B |

) ) ) _y=c
Haciendo el cambio de variable X = -

(31) b(w) =

obtenemos:

n—1) f:lT_c(rx + )F ()2 f(x)dx

B

B(U1) =

(32)

Ademas, si sustituimos que vi=rai+c, tenemos:
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(33)
(n—1) fna' (rx + O)F ()™ 2 f(x)dx
F(a )1

_r(n-1) fuale(x)"’Z f)dx cfua‘(n — DFX)" 2 f(x)dx
B F(a)"t F(a)nt

b(ra; +¢) =

donde finalmente resolviendo la integral de la
derechay sustituyendo b#(x) donde corresponde,
obtenemos:
B4 b(ra;+c)=rb*(ay) +c.

La ecuacién (34) demuestra que al vendedor le
da igual implementar cualquiera de los dos meca-
nismos ya que obtiene el mismo rendimiento es-
perado, conclusién poco esperada ya que se espe-
raria que el vendedor pudiese obtener un mejor

rendimiento si ofrece algun tipo de utilidad extra
como incentivo.

Conclusiones

Como principal conclusién del estudio, tenemos
dos situaciones donde los postores eligen sus es-
trategias en diferentes espacios, lo cual al anali-
zarse desde la perspectiva tedrica, vemos que era
dificil de inferir que la manera en que los postores
pujan fuera tan similar en ambos casos cuando se
considera que la utilidad extra estd dada por una
funcion Hy, ¢(+). Del mismo modo, no era facil an-
ticipar que al cambiar el mecanismo y sin impor-
tar como el vendedor distribuyera los r bienes en-
tre las m subastas y los k incentivos, éste obtendra
el mismo rendimiento esperado.

Si tratamos de comparar ambas situaciones
desde la perspectiva empirica existen varias razo-
nes para suponer que los postores no deberian de
actuar de formas tan similares en ambas situacio-
nes. Una de las razones es que para en el caso de
m subastas simultaneas es posible que algin pos-
tor pudiera obtener utilidad negativa si se pujara
por encima de la valoracidn del objeto y éste s6lo
obtuviera un subconjunto de bienes. Otra razéon
podria deberse a que para el caso de m subastas
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simultaneas la manera de actuar de los otros pos-
tores podria ser un tanto menos predecible ya que
habria que tomar en cuenta que los oponentes ra-
cionalizardn m pujas posiblemente distintas. Por
otro lado, si se comparara el rendimiento espera-
do del vendedor de manera experimental, podria
esperarse que debido a las distintas maneras en
que los postores perciben ambas situaciones, éstos
no racionalizaran sus pujas de manera tan similar
como se muestra en nuestro modelo; mas bien, se
esperaria como resultado que el vendedor ob-
tuviera rendimientos diferentes en cada situa-
cion debido a que en situaciones reales es comtn
observar que ante un cambio de mecanismo la
manera en que se comportan los agentes ante las
distintas situaciones es diferente.

Experimentalmente seria interesante observar
bajo cudl ejercicio se obtiene el mayor rendimiento
para el vendedor, y por otro lado, considerar la po-
sibilidad de que éste cambie la manera de otorgar
el incentivo con la intencion de averiguar si existe
una relacion entre el cambio en el incentivo y el
cambio en el rendimiento. Este tipo de analisis que-
da abierto para una investigacion posterior abor-
dada desde el 4rea de la economia experimental.

Por otro lado, desde la perspectiva teorica te-
nemos que una generalizacion directa de este mo-
delo es considerar mas de un dnico valor privado e
independiente, por ejemplo, considerar dos subas-
tas simultdneas por bienes diferentes donde cada
postor tiene una valoracién personal por cada uno
de ellos y asi mismo considerar a la utilidad extra
como un valor conocido, o bien, también un valor
privado e independiente. Cabe destacar que para
este caso no podria asumirse que las pujas sean
iguales en cada subasta y por tanto la expresion
general de la utilidad esperada no podria simpli-
ficarse de la misma manera en cémo se hizo en
este modelo.

Otra generalizacion de interés podria conside-
rar que existe mas de un valor relacionado con
la utilidad extra, por ejemplo, si se consideran m
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subastas podria existir un valor de utilidad extra
asociado a cada subconjunto de bienes, el cual se-
guiria siendo un caso abierto tanto si los bienes
son idénticos o distintos.
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