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Resumen: Este trabajo de investigacion desarrolla un modelo de
equilibrio general con expectativas racionales en tiempo continuo
util para la determinacién de precios de contratos “forward”, con-
tratos futuros, bonos cupén cero y opciones europeas (de compra y
venta) sobre bienes de consumo. Para ello, el modelo considera un
individuo representativo en una economia con dos bienes, los cuales
son producidos con tecnologias estocdsticas. Por dltimo, el modelo
propuesto permite examinar estrategias para obtener ganancias espe-
culativas mediante el uso de diferentes productos derivados.

Abstract: This paper develops a continuous-time general equili-
brium model with rational expectations useful for the determination
of prices of forward and future contracts, zero coupon bonds and
European (calls and puts) options on consumption goods. To reach
this end, the model considers a representative individual in an eco-
nomy with two goods, which are produced by using stochastic tech-
nologies. Finally, the proposed model allows considering strategies
aimed in obtaining speculative gains by using different derivative
products.
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» Introduccion

Un sinnimero de innovaciones financieras sobre productos derivados,
particularmente obligaciones de deuda respaldadas por diversos colate-
rales con la opcién de recompra, y un crecimiento inusual de los mon-
tos de operacion de estos instrumentos exacerbaron la crisis mundial de
principios de 2008 al generar una burbuja especulativa; el resultado,
una debacle financiera para la economia mas grande del mundo, lo cual
sin duda tendria efectos negativos sobre sus socios comerciales y espe-
cialmente para México, en donde las secuelas se dejan ver en muchos
fundamentales de la economia mexicana.

Los mercados de productos derivados sobre bienes también han mos-
trado un rdpido crecimiento en el mundo. La operacién en estos merca-
dos estda mds ligada a la especulacion que a la cobertura y sus potenciales
efectos sobre la economia real deberian ser estudiados con mds cautela.
Es importante destacar que, en la gran mayoria de productos derivados
sobre bienes, la entrega nunca es hecha; por lo regular, las posiciones
son cerradas antes del vencimiento o, bien, si llegan al vencimiento,
solo se liquidan diferencias, estando presente en la mayoria de los casos
la intencién de obtener ganancias especulativas. Sin duda, las practicas
en estos mercados deberian ser reguladas de manera mas eficiente a fin
de evitar catdstrofes como las generadas, recientemente, por derivados
exclusivamente financieros.

El crecimiento que los mercados de derivados de bienes (o deriva-
dos de fisicos como una posible traduccion de commodities derivatives)
han tenido en el mundo es impresionante y se muestra en las Gréficas 1
y 2. Dicho crecimiento se debe en gran medida a la flexibilidad que estos
instrumentos proporcionan a sus usuarios para entrar o salir raipidamente
del mercado. Asimismo, estos instrumentos presentan un alto grado de
liquidez, es decir, un vendedor casi siempre encuentra un comprador y
viceversa, De igual forma, los derivados de fisicos tienen un alto nivel
de apalancamiento, esto es, la inversion inicial es pequefia comparada
con el valor del bien subyacente.

Es importante destacar que el mercado estadounidense de derivados
de fisicos ha tenido un importante crecimiento en las dos ultimas déca-
das; como se puede apreciar en el Cuadro 1, El Grupo CME (Chicago
Mercantile Exchange) es el mercado més grande del mundo y en él se
cotiza y negocia una gran diversidad de contratos futuros y opciones de
bienes (v.g. trigo, arroz, maiz, sorgo, soya, olivo, canola, café, jugo de
naranja, tocino, ganado vivo, leche en polvo, algodén, mantequilla, etc.).
Una de las principales causas del crecimiento de este mercado es que el
riesgo crédito de estos instrumentos es minimo debido a la asociacién
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Grafica 1

Valor del mercado mundial de derivados de fisicos, 1998-2009
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Fuente: Bank for International Settlements (2010).
Gréfica 2

Valor del mercado mundial de derivados de fisicos por tipo
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Cuadro 1
Volumen de futuros y opciones de fisicos y financieros
Bolsas de derivados de fisicos en Estados Unidos de América
(millones de contratos)

Futuros Opciones

Ao Fisicos Financieros Fisicos Financieros
1991 98.6 162.8 16.9 43.4
1992 102.6 186.8 19.7 49.9
1993 111.3 214.2 20.7 56.2
1994 128.1 282.9 22.1 77.1
1995 126.1 283.3 222 73.2
1996 138.7 255.4 29.9 70.5
1997 141.9 275.3 30.3 74.8
1998 152.6 320.8 349 83.1
1999 161.9 345.9 37.7 97.5
2000 111.3 367.2 41.7 103.2
2001 128.1 391.3 47.1 127.1
2002 126.1 417.2 51.2 156.7
2003 138.7 476.1 54.9 171.5
2004 141.9 490.1 57.3 198.9
2005 176.2 526.8 76.7 2134
2006 189.8 623.8 81.2 2479
2007 203.7 701.2 101.8 276.2
2008 379.3 781.9 116.2 327.9

Fuentel: CFTC (Commodity Futures Trading Commission) de 1991 a 1998.

Fuente 2: Valores estimados con datos de CFTC, CME (Chicago Mercantile Exchange) y BIS
(Bank for International Settlements).

Nota 1: Los derivados financieros incluyen divisas, bonos, acciones, tasas de interés, indices
bursatiles, swaps de tasas de interés y de divisas, notas estructuradas, etc.

Nota 2: Los derivados financieros incluyen cereales (trigo, arroz, maiz, sorgo, etc.), oleagi-
nosas (girasol, olivo, canola, etc), jugo de naranja, tocino, ganado vivo, leche en polvo,
algoddn, soya, mantequilla, metales (oro, plata, cobre, etc.) y energéticos (petrdleo crudo,
gas natural, electricidad, etc.).

de la bolsa de derivados de fisicos con una cdmara de compensacion y
liquidacion. Las bolsas internacionales de fisicos de mayor crecimiento
en el mundo se muestran en el Cuadro 2.

La presente investigacion permite un mejor entendimiento sobre la
determinacién de precios de contratos “forward”, futuros, bonos (cupén
cero) y opciones (europeas) de compra y venta sobre bienes. Con el
fin de determinar los precios de los contratos “forward” y futuros, se
desarrolla un modelo de equilibrio general con expectativas racionales
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Cuadro 2
Bolsas internacionales de fisicos de mayor crecimiento
CME (EE UU) Chicago Mercantile Exchange
CHUBU (Japén) Commodity Exchange Nagoya
TOCOM (Jap6n) Tokio Commodity Exchange
ASXD (Australia) Australian Stock Exchange Derivatives
BM&F (Brasil) Bolsa de Mercadorias e Futuros

Fuente: Elaboracién propia.

en tiempo continuo en una economia con dos bienes, con consumidores
idénticos en gustos y dotaciones y con una tecnologia que presenta ren-
dimientos constantes a escala. El modelo propuesto presenta y explica
en forma precisa y consistente por qué estos contratos son diferentes,
como se relacionan entre si y como se relacionan con otros precios de
la economia, tal como los precios de contado (“spot”). Asimismo, el
modelo explica congruentemente cdmo el riesgo de mercado se refleja
en los precios de los productos derivados.

El modelo determina endégenamente precios de los mencionados
contratos utilizando un marco de equilibrio general en el que las prefe-
rencias, dotaciones e informacion de los agentes econdmicos, asi como
la tecnologia de produccién se especifican exégenamente. En conse-
cuencia, los precios de equilibrio estdn directamente relacionados con
las preferencias y con los parametros asociados al proceso de produc-
cién estocdstica dentro de la economia. El modelo extiende varios re-
sultados disponibles en la literatura con un tnico bien. Especificamente
se generalizan los modelos de intercambio puro de Rubinstein (1976),
Lucas (1978), Johnsen (1978), Brock (1982), Prescott y Mehra (1980) y
Cox, Ingersoll y Ross (1985).

Es importante destacar que en el modelo propuesto, un consumidor-
inversionista que piensa que el precio del bien subyacente aumentard,
con la intencién de obtener una ganancia especulativa, toma una posi-
cion larga en productos derivados para comprar una unidad del bien sub-
yacente a un precio preestablecido en una fecha futura predeterminada
(el vencimiento del contrato). Una propuesta diferente a la de esta in-
vestigacion para determinar precios consiste en buscar el precio relativo
entre dos bienes. Esto es llamado un equilibrio parcial, un modelo bien
conocido de este tipo es el modelo de valuacién de opciones europeas
de Black y Scholes (1973). Mientras que esta propuesta no puede rela-
cionar los precios con las preferencias y con la produccién estocdstica
en una economia, si permite determinar importantes relaciones sobre
los precios relativos o los rendimientos de activos. Al respecto, Breeden
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(1979), (1980) y Grauer y Litzenberger (1979) examinaron la estructura
relativa de los rendimientos de las acciones con procesos estocasticos.

Otra aproximacion que explora la relacion existente entre derivados
y teoria de juegos se puede encontrar, por ejemplo, en Montrucchio y
Semeraro (2006) y Grenadier (2000). Aunque esta novedosa relacion ha
despertado recientemente mucho interés, el objetivo del presente trabajo
estd mas bien alineado con los modelos de equilibrio general que utilizan
procesos estocasticos, particularmente el movimiento Browniano (o pro-
ceso de Wiener) para examinar el comportamiento de variables financieras
y econdmicas relevantes, en este contexto se sefialan, por ejemplo, las
investigaciones de: Merton (1971) y (1973), Cox, Ingersoll y Ross (1985)
y Venegas-Martinez (2001), (2006a), (2006b), (2008b), (2009) y (2010).

La presente investigacion estd organizada como sigue. En la siguiente
seccion se lleva a cabo una breve descripcion de productos derivados so-
bre bienes. En la seccién tercera se describen las preferencias de los consu-
midores, su informacién y sus dotaciones, asimismo se especifican las po-
sibilidades de produccién y de inversion. En la cuarta seccién se establece
la restriccidn presupuestal del consumidor representativo y se plantea el
problema de decisién de un consumidor racional, adverso al riesgo, sobre
consumo y portafolio a lo largo de su vida. En la quinta seccién se carac-
teriza el equilibrio general, en el cual se determinan los precios que conti-
nuamente ponen en equilibrio a los mercados. La dltima seccién contiene
los principales resultados del presente trabajo de investigacion. En esa
seccidn se establecen las principales relaciones funcionales de los precios
de equilibrio, los detalles técnicos se trasladan a un apéndice.2 Asimismo,
se determinan los precios de bonos cup6én cero y de opciones europeas so-
bre una unidad del bien de consumo. Las estrategias para especular con un
portafolio de inversion generalizan la propuesta por Cox, Ingersoll y Ross
(1981). Se muestra como se pueden utilizar contratos futuros para replicar
los pagos a partir de un contrato “forward” sobre un nimero aleatorio de
unidades de un bien. Un apéndice contiene los detalles analiticos sobre
las condiciones necesarias y suficientes del problema de optimizacion que
resuelven los agentes.

» Descripcion de productos derivados sobre bienes

Antes de entrar de lleno en la descripcién del modelo para la determina-
cién enddgena de los precios de estos contratos a través de un modelo de

2 Estan disponibles previa solicitud a los autores o, bien, pueden ser consultados en el sitio
de internet de EconoQuantum, http://econoquantum.cucea.udg.mx/?page_id=13.
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equilibrio general, es indispensable definir con precisién los contratos
“forward”, futuros, bonos y opciones sobre bienes, destacando las simi-
litudes y diferencias.

Contratos “forward” sobre bienes

Un contrato “forward” es un acuerdo entre dos partes (reforzado legal-
mente con la entrega de garantias por ambas partes) que obliga a una
de las partes a comprar y a la otra a vender una unidad de un bien a un
precio predeterminado en una fecha futura preestablecida. El precio al
cual se llevard a cabo la operacion de compra-venta de dicha unidad
es llamado precio de entrega y éste se establece (en los términos del
contrato) cuando el acuerdo se firma y no se puede cambiar a lo largo
de la vida del contrato. Estos contratos son exclusivos de los mercados
sobre mostrador, también llamados mercados OTC (por las iniciales en
inglés de “Over-The-Counter markets”). Los contratos “forward” son
acuerdos hechos a la medida en cuanto a necesidades especificas de las
partes: tipo de bien, tamafio del contrato, fecha de vencimiento y lugar
y condiciones de entrega.

Un contrato “forward” se firma en dos tantos, uno para cada una las
partes. Si, antes del vencimiento, el precio del bien estd por arriba del
precio pactado, entonces la posicidn larga puede vender su contrato (su
tanto); en caso contrario, la posicién corta podrd hacerlo. Para ambas
partes, la posibilidad de encontrar compradores dependera de la deman-
da por este tipo de contratos. Es importante aclarar que si una posicién
corta vende su contrato, el contrato no incluye al bien; en consecuencia,
si un individuo compra el contrato de una posicién corta y dicho indivi-
duo llega a la fecha de vencimiento, éste tendrd que comprar el bien para
entregarlo a la posicion larga; a menos que se especifique en el contra-
to solo el pago de diferencias. Como puede observarse, el valor de un
contrato “forward” cambia entre el tiempo en que se pacta y la fecha de
vencimiento. En el momento en que el contrato se firma, éste carece de
valor, pero inmediatamente después, en cuanto el precio del subyacente
se mueve, el contrato adquiere un valor diferente de cero que se puede
negociar en el mercado.

Los contratos “forward” pueden ser utilizados tanto para especulacién
como para cobertura. En el primer caso, un agente que cree que el precio
del bien subyacente aumentard puede especular tomando una posicién
larga en un contrato “forward” sobre dicho bien. Similarmente, un agente
que piensa que el precio del bien disminuird puede especular tomando
una posicién corta en un contrato “forward” sobre dicho bien. Existe una
diferencia importante entre especular comprando o vendiendo contratos
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“forward” sobre el bien y especular comprando o vendiendo el bien.
Cuando se compran bienes en el mercado de contado, se requiere de un
pago inicial en efectivo igual al valor del bien. Sin embargo, si se utiliza
un contrato “forward” sobre el mismo bien, no se requiere de algtin pago
inicial. Por lo tanto, especular utilizando contratos “forward” proporciona
al agente ciertas ventajas. Obviamente, el uso de contratos “forward” para
cobertura se puede plantear de manera similar, siendo las intenciones del
agente lo que hace la diferencia. Por ejemplo, si un productor requiere
comprar, en una fecha futura, un insumo en moneda extranjera y teme
que el tipo de cambio se incremente, puede buscar, en el presente, una
contraparte que voluntariamente acuerde un tipo de cambio (que cubra
al productor sobre futuros incrementos en la divisa) para llevar a cabo la
operacién de compra de la divisa en la fecha de interés.

Contratos futuros sobre bienes
Los contratos a futuro, contratos futuros o, simplemente, futuros, al
igual que los contratos “forward”, son acuerdos que obligan a una de
las partes a comprar y a la contraparte a vender un activo (financiero) a
un precio preestablecido en una fecha futura. Sin embargo, a diferencia
de los contratos “forward” que se negocian sobre mostrador, los con-
tratos futuros se cotizan y operan en una bolsa de futuros.3 Este tipo
de contratos tiene caracteristicas estandarizadas, principalmente, en
lo que se refiere al tamafo# y a la fecha de vencimiento. Para reforzar
el cumplimiento de los contratos, cada una de las partes entrega una
cantidad (margen) a un tercero, la cdmara de compensacién y liqui-
dacién, para asegurar el cumplimiento de las obligaciones adquiridas.
Los contratos futuros son impersonalizados, es decir, las dos partes que
intervienen en el contrato no se conocen entre si, ya que la cimara de
compensacion actiia como contraparte de todas las partes. La cdmara
de compensacion también liquida diariamente los contratos, maneja los
mdrgenes y administra el riesgo de incumplimiento, a cambio de una
comision. Es importante destacar que la cantidad que cada una de las
partes entrega a la cdmara recibe el nombre de margen o aportacién
inicial para distinguirlo del concepto de garantia, ya que este ultimo se
refiere a la entrega de un colateral de por lo menos el valor del activo
objeto del contrato.

Por lo anterior, la diferencia de forma entre los contratos “forward” y
los contratos futuros es la estandarizacion de los tdltimos. La diferencia

3 Un mercado reconocido por las autoridades financieras y organizado y especializado para
este tipo de transacciones.
4 El tamao de los contratos ya ha sido estandarizado a una unidad de un bien.
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de fondo es que los contratos futuros se liquidan diario (por una cdma-
ra de compensacion), mientras que los contratos “forward” se liquidan
hasta el vencimiento. El proceso de liquidacién diaria es equivalente a
pactar todos los dias un contrato “forward”, de tal manera que un contra-
to futuro es la suma de contratos “forward” diarios. La distincion entre
los pagos de los contratos “forward” y contratos de futuros fue estudiada
por Black (1976). Al respecto, Jarrow y Oldfield (1981) explicaron atin
mas esta distincién y mostraron que cuando la tasa de interés es cons-
tante a todos los plazos, los precios de los contratos “forward” y los
contratos futuros coinciden.

Por dltimo observe que, a diferencia de los contratos “forward”, en
donde sélo se intercambia el bien por efectivo en la fecha de vencimien-
to, en los contratos futuros cada dia (hdbil) se revisa si precio del bien
estd por arriba (debajo) del precio pactado, en cuyo caso la posicién lar-
ga (corta) recibe la diferencia. Este procedimiento de liquidacion diaria
se conoce como “mark-to-market”. En conclusion, los precios de los
contratos “forward” y futuros difieren entre si porque prometen diferen-
tes pagos, ya que los ultimos conllevan un proceso de liquidacion diaria.

Bonos cupon cero sobre bienes

Un bono cupdn cero sobre un bien es una promesa de pago (impersonali-
zada) en la que el emisor se compromete a entregar incondicionalmente
una unidad de un bien en una fecha futura, la cual serd referida como
vencimiento del titulo. El interesado en adquirir este pagaré entrega una
cantidad inicial (en términos de bienes) en una fecha previa al venci-
miento. Cabe destacar que el propietario de este tipo de instrumentos
se encuentra expuesto al riesgo de incumplimiento por parte del emi-
sor. Sin embargo, en todo lo que sigue de la presente investigacién se
supondra que todos los bonos sobre bienes son libres de riesgo crédito.
Asimismo, si el tenedor de un bono cupén cero requiere liquidez antes
del vencimiento y desea vender este certificado, entonces estard sujeto al
riesgo de mercado. Por supuesto, si se espera a la fecha de vencimiento
para recibir el bien en cuestion, el riesgo de mercado serd inexistente.

Contratos de opcion sobre bienes

Un contrato de opcién de compra es un acuerdo entre dos partes (refor-
zado legalmente), una de las cuales adquiere el derecho (a cambio de
una prima), mas no la obligacién, de comprar una unidad de un bien a un
precio predeterminado en una fecha futura preestablecida. El vendedor
mantiene siempre la obligacién de vender si el comprador desea ejercer
su derecho (opcién) de comprar.
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Similarmente, en contrato de opcién de venta es un acuerdo entre
dos partes, una de las cuales adquiere el derecho, mas no la obligacion,
de vender un activo, bien o servicio a un precio predeterminado en una
fecha futura preestablecida. El comprador mantiene la obligaciéon de
comprar si el vendedor desea ejercer su derecho (opcion) de vender.

Estos contratos se pueden negociar en los mercados sobre mostra-
dor (mercados OTC) o en bolsas de opciones; en estos tltimos, sélo las
posiciones cortas (vendedores de derechos de compra y venta) entregan
margenes a la cdmara de compensacion. Asimismo, la cdmara de com-
pensacion lleva a cabo el proceso de liquidacion diaria. Como en el caso
de los contratos “forward” o futuros, los contratos de opcién (de compra
o venta) también pueden ser utilizados tanto para especulaciéon como
para cobertura.

Observe que, en un contrato de opcion, sélo la posicién larga (com-
prador del derecho de comprar o vender) puede vender su contrato si el
precio del bien estd por arriba del precio de ejercicio (para una opcion de
compra) o si el precio del bien estd por debajo del precio de ejercicio (para
una opcidén de venta). No existe incentivo (racional) alguno para que un
individuo compre el contrato de opcién de una posicion corta. Por ejem-
plo, en el caso de un vendedor de una opcién de compra, si el precio del
bien se fuera por debajo del precio de ejercicio, la posicidn corta no podria
vender el bien subyacente al precio de ejercicio, ya que la posicion larga
no ejerceria su derecho de comprar. Por tltimo, si el tenedor del derecho
s6lo puede ejercerlo en la fecha de vencimiento se dice que la opcién es
europea; si el tenedor del derecho lo puede ejercer en cualquier momento
entre las fechas de inicio y vencimiento se dice que la opcion es americana.
La presente investigacion se concentrard en opciones del tipo europeo.

» Descripcion de la Economia

Considere una economia que produce dos bienes y que estd poblada por
dos consumidores con preferencias y dotaciones idénticas. El supuesto
de que los consumidores sean idénticos es mucho menos restrictivo de
lo que parece ser, desde el punto de vista de un planeador central (un
presidente o un primer ministro) no existe distincién entre sus gober-
nados cuando se trata de maximizar la satisfaccion de la poblacién. El
agente representativo desea maximizar su utilidad total esperada a lo
largo del tiempo:

(1) E[J‘[Tu[c(s)] e Pt ds ‘ FO}
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donde c(7) =(c,(), c,(t)) representa el consumo en el tiempo ¢
de los dos bienes existentes en la economia, p es la tasa subjetiva de
descuento y E es el operador esperanza condicional en toda la infor-
macién disponible, expresada en Fo. Con el fin de obtener soluciones
analiticamente tratables se supondrd que la funcién de utilidad satisface
ulc(?)] = In(c,(¢)) + In(c,(7)). De esta manera, el agente representativo
es adverso al riesgo. Asimismo, observe que, bajo esta forma funcional,
los agentes son adversos al riesgo.

Ambos consumidores tienen dotaciones iguales de los bienes. Supon-
gamos que Y(7) = (Y,(?), ¥,(¢))' es el vector de agregados de cada
bien en el tiempo #; entonces  Y,(1) = (,;(¢), y;;(¢))" donde y;; (?)
representa la dotacién del bien i que tiene el consumidor j, donde i =1,
2 y j=1,2. En virtud de que la tecnologia de produccion presenta ren-
dimientos constantes a escala, cada consumidor tendrd, respectivamente,
0Y,(1)y (1-0)Y, (1), 0<6 <1,y dado que los agentes son idénticos se
debe tomar 6 =1/2. Por dltimo, el consumidor racional tiene que deci-
dir qué cantidad de su dotacién consumir y qué cantidad invertir; por lo
que es posible definir a y(¢) = K(¢) + c(¢), donde K(¢) representa
la cantidad total de la dotacién invertida por cada consumidor, nuevos
bienes destinados a la produccidn, en el proceso de produccion del bien i.

Por otra parte, cada bien es producido por uno y sélo un proceso
productivo donde el insumo necesario para la produccién del bien i es
el mismo bien. Los procesos de produccién estan dados por una ver-
sién estocdstica de la tecnologia y(#) = AK(¢), donde A representa el
producto marginal (estocdstico) del capital. En virtud de que la tecno-
logia es homogénea de grado uno en K(#), se mantiene el supuesto de
rendimientos constantes a escala. El proceso productivo de los bienes
de consumo estd dado por la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

2) dy,(¢)= 4K dr+ 4K dz ,

donde y;(t) representa el nivel de produccion de cada bien A=A(t) es el
coeficiente estocdstico del progreso tecnoldgico que determina el ren-
dimiento marginal del producto; K; es el capital invertido en el proceso
de produccion del bien i, es decir, la produccién total destinada a la
inversion por parte del consumidor tipico; y dzyi es un proceso de Wie-
ner o movimiento Browniano, el cual se distribuye como una variable
aleatoria normal con E[dzyl.] =0y Var[dzw,] =d¢. Por lo anterior, la
tecnologia es estocastica e independiente de las decisiones tomadas por
el consumidor. Asimismo, se supone que
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3) dd,(1)=p, dr+sdz,,

donde el pardmetro de tendencia (fisica) L; representa el rendimiento
marginal medio esperado del producto y s; es la volatilidad instantdnea
del proceso productivo. La economia estd entonces caracterizada por
el vector de variables tecnoldgicas A(t) y el vector de niveles de pro-
duccién y(z). De hecho, es conveniente reescribir (2) y (3) en notacién
vectorial, de tal forma que:

dy(f)= AK di+ AKdz
dA(t)=p di+sdz,.

Este sistema de ecuaciones diferenciales estocdsticas define el pro-
ceso de produccién de la economia en cuestion. Se supone la existencia
de mercados competitivos para cada uno de los bienes o de los contratos
para comprar (o vender) en el futuro dichos bienes con el fin de determi-
nar los precios en el equilibro. En virtud de que las variables de estado
resumen el conocimiento del consumidor acerca de la economia, todos
los precios de equilibrio pueden ser expresados Gnicamente como fun-
ciones de estas variables de estado. Sea 7(f) = ( w(t), A1), t) el pre-
cio en el tiempo 7 de algiin bien o contrato definido anteriormente. Por el
lema de Itd (véanse, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008a), Friedman
(1975) o Fleming y Rishel (1975) sobre el lema de Itd), la dindmica de
7(¢) satisface:

dr(t)=(Lx) di+ (7, 4K +7 s)dz,

donde L es el operador diferencial (de cambio marginal en el precio
a(t) = (y(t), A(t), t) definido por
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fomon)  _(omom) . ,
con ﬂy—[ayl,ayz], ﬂA—(aA],aAzJ, AK =(4K,, AK)'y

s = (s, 5,)". Como una convencién en la notacion, se definen para
cualquier precio 7 los operadores PBr y or dados, respectivamente, por

4) B, =Ln
y
(&) 0, =n AK+7m s

!

entonces By es la tasa de cambio esperada instantdneaenty 0,0, " es
la varianza instantdnea del cambio en 7.

Debido a que el modelo estd destinado a calcular el precio relativo
“spot” de los bienes y el precio de dos tipos generales de contratos defi-
nidos anteriormente, se supone que existen mercados “spot” competiti-
vos en los que los bienes disponibles son comercializados continuamen-
te (los mercados nunca cierran). El bien uno es arbitrariamente escogido
como el bien numerario, asi que su precio en el tiempo ¢, denotado por
P(t), es idéntico a 1 para todo ¢. El precio relativo “spot” en el tiempo ¢
del otro bien es denotado por P,(f) . Por el Lema de It9, la dindmica de
P(t)estd dada por

(6) dPl.(t)zﬁpidt+0'Pidzi para i=1,2,

donde f3,,y O,; se determinan después de sustituir P, = men (4) y
(5), respectivamente. Si ahora se reescribe (6) bajo notacién vectorial,
se tiene que

(7) dP=pB,d1+0,dz,

donde P=(PI,PZ)', ﬁP:(ﬁPl’ﬁPZ)' y O-P:(GPI’O-P2)"

Los consumidores también pueden crear y comercializar contratos
en mercados competitivos, los cuales tienen un nimero de liquidaciones
especificadas como funcién del estado de la economia (y(s), A(s))
para s €[t,T], donde el periodo entre t y T es el tiempo de vida del
contrato. Se consideran, primero, dos tipos de contratos, los cuales son
continuamente comercializados. Los contratos del primer tipo tienen un
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valor de mercado diferente de cero y tienen su liquidacién sélo en el
tiempo de maduracién, 7. Se dird, en lo que sigue, que estos contratos
solo realizan pagos en la fecha de vencimiento. Ejemplos de este tipo de
contratos son los bonos cup6n cero sobre bienes (promesas futuras para
entregar un bien) y los contratos “forward” que pagan una unidad de un
bien al vencimiento. Los contratos del segundo tipo tienen un valor de
mercado cero en todos los periodos del tiempo, pero estos contratos tie-
nen liquidaciones continuas. Se dird que este tipo de contratos realizan
pagos continuos. Un ejemplo es el contrato de futuros, el cual tiene un
valor cero al inicio, pero sus propietarios obtienen (o pagan) la diferen-
cia entre los precios futuros y pactados a cada instante del tiempo.

El precio del bono de descuento unitario, B,(¢,7), es el precio
que debera ser pagado en el tiempo 7, en términos del bien numerario,
por la entrega de una unidad del bien numerario en un tiempo futu-
ro 7. El bono de descuento unitario tiene asociada una tasa de interés
libre de riesgo de incumplimiento e instantdnea, r;, de tal forma que
r. = — 0B/(t,t)/ 0T . Se supone que los consumidores pueden prestar
y pedir prestado el bien numerario a una tasa de interés libre de riesgo
(de incumplimiento) 7.

Los contratos “forward” ya fueron anteriormente definidos. Denote
por T el tiempo de vencimiento, 7 el tiempo actual y F,(#,T) el precio
“forward” (precio justo de entrega) por una unidad del bien i. Asimismo,
se denota por V,(s, T, F; (¢,T)) el valor de mercado en el tiempo s de
un contrato “forward” pactado al precio “forward” F(¢,T). Dado que
el contrato “forward” tiene un valor de mercado cero cuando es firmado,
se tiene que V,(¢, T, F,(¢,T))=0.Observe que en la fecha de venci-
miento se cumple que V(T, T, F/(t,T)) = P (T')— F/(¢,T), lo cual
determina las ganancias (o pérdidas) a partir de la compra de una unidad
del bien al precio F(¢,T) cuando el precio “spot” es igual a F(T').

Un tltimo tipo de contratos con pago en el vencimiento es una op-
cion europea sobre un bien, es decir, la opcidn s6lo puede ser ejercida en
el vencimiento. El tenedor de este contrato sobre el bien i tiene la opcién
de comprar, es decir, tiene el derecho, mas no la obligacién, de comprar
una unidad del bien i en un tiempo futuro predeterminado, 7, a un precio
de ejercicio especificado, D;, en el tiempo ¢, que serd pagado hasta T
siempre y cuando se ejerza la opcién. Se denotard por G,(¢,T, D,)el
precio (o prima) de una opcidén sobre un bien, cotizada en el tiempo ¢, la
cual expira en el tiempo 7> 1.

El dnico tipo de contratos de pagos continuo que se considera, en
esta investigacion, es un contrato futuro. En este caso, ¢ denotara el tiem-
po presente, T la fecha de vencimiento, y f/(#,7) el precio futuro del
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bien i. En tiempo continuo, el contrato futuro es firmado a cada instante
en el tiempo, ¢, al nuevo precio futuro f(#,7)y, por lo tanto, siempre
tiene un valor de mercado igual a cero. Las liquidaciones continuas se
determinan por los cambios instantdneos en el precio del futuro.

Sin pérdida de generalidad, se supone que sélo hay un contrato con
pago al vencimiento con un valor de mercado denotado por v y un con-
trato con pago continuo, el cual tiene un valor de mercado cero pero
presenta una liquidacion estocdstica df sobre cada intervalo de tiempo
dz. Por el lema de It6, la dindmica de v satisface

(8) dv=pdi+0,dz,,

donde B, y 6, se encuentran sustituyendo v = ® en (4) y (5), respec-
tivamente. Similarmente, las liquidaciones estocdsticas se determinan
mediante

©) df =B,dr+o,dz,

donde By y or se obtienen una vez mas usando (4) y (5). La principal
diferencia entre estos dos tipos de contratos es que un contrato de pagos
continuos no requiere de una inversién inicial, sin embargo, presenta
liquidaciones continuas de cardcter estocdstico, mientras un contrato de
pago al vencimiento tiene, en general, un valor de mercado diferente
de cero, pero provee una tnica liquidacion en la fecha de vencimiento.

» El problema de optimizacion del consumo

Frente al conjunto de oportunidades de produccion e inversién descrito
en la seccién anterior, el consumidor debe asignar, en cada momento,
proporciones de su riqueza entre invertir en las tecnologias de produc-
cion y los dos contratos anteriormente definidos, teniendo también que
escoger un vector de consumo, c(z). Sea w(t) la riqueza del consumidor
en el tiempo ¢, es decir, el valor de mercado de todos los bienes y contra-
tos mantenidos por el consumidor. Sea m(t) el nimero de contratos con
pago al vencimiento y n(?) el nimero de contratos con pagos continuos
mantenidos por el consumidor (con valor de mercado cero). Por lo tanto,
la riqueza invertida por pedir prestado o prestar a una tasa libre de riesgo
estd dada por

(10) w—P'y—mv.
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El cambio en la riqueza del consumidor en el tiempo es la suma de sus
ganancias (o pérdidas) debido a la inversién en la produccion, contratos
con pago en el vencimiento, contratos con pagos continuos o pedir pres-
tado (o prestar) a una tasa de interés constante a todos los plazos y libre
de riesgo de incumplimiento. De esta manera, el cambio marginal en la
riqueza satisface, por el lema de It6:

(11) dw=d(P'q)+mdv+ndf+(w—P'q—mv)rdt

= P'dq+q'dP+dP-dq+mdv+ndf+(w—P'q—mv)rdt.

El producto interior en la expresion anterior es tal que dP-dg=
tr (GPG') dr (esta notacion se refiere al producto punto o interior). Por
lo tanto,

(12) dw= ﬂwdt +0,dZ,
donde
05 By~ Ple-cpea'By (oG nls, )b,

+ r(w—P'q),
y

(14) o,=P'G+q'c,+mo,+nof.

En la ecuacién (12), Bw es la tasa de cambio esperado instantdnea
en lariquezay o0y, 'es la varianza (matriz de varianzas-covarianzas)
de este cambio.

El consumidor (racional) desea maximizar su utilidad esperada, en
(1), a lo largo del tiempo sujeto a su restriccién presupuestal, dada en
(12). De hecho, ya que €l toma las funciones de los precios P, v, f y r
como dadas, asi como las dindmicas del estado de la economia, repre-
sentadas por las ecuaciones (4) y (5). La teoria estdndar de control opti-
mo (véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008a)) establece que si las
funciones {K }, m(w, y, A), n(w, y, A), c(w, y, A) y J(w, y, A)
satisfacen la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman para este problema,
entonces m, n'y ¢ son decisiones 6ptimas y J es la funcion éptima de uti-
lidad (utilidad indirecta, bienestar econémico o funcién de valor). Esto
es, J(w, y, A) eslautilidad total esperada por el consumidor a lo largo
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de su vida generada a partir de su riqueza cuando el estado es igual a
(v, A) y sigue este mismo curso en el futuro. La ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman para el problema de un consumidor racional es:

(15) 0= max {u(c)—pJJrLJJrﬁ J 4Ly oo

wow ww
k,m,n,c 2

+os'J, +GWH'JW},
En este caso, s = (s,, 5,)", H=(AK,AK,),
J ,=(9°J/owdA,0*J / owdA,)'

y J, = (9°J / Owdy,,0°J / dwdy,)". En el apéndice se proporcionan
las condiciones necesarias y suficientes (de primer y segundo orden) del
problema de optimizacién del consumidor racional.

Las condiciones de primer orden tienen algunas implicaciones para
las demandas por activos de los consumidores en un equilibrio. Su de-
manda por un activo reflejard no sélo su “trade-off” instantdneo entre
riesgo y rendimiento, sino también el uso de los activos como estrategia
de especulacién aprovechando los cambios en el conjunto de oportuni-
dades de inversion. Por lo tanto, es posible obtener un modelo de de-
terminacion de precios de activos de capital con una Beta de acuerdo
con Breeden (1979) o un modelo de determinacion de activos de capital
multifactor como los de Merton (1973) o Richard (1978) y (1979).

» Equilibrio de mercado

En la seccion anterior se vio que, dadas las funciones de precios y las
dinamicas del estado de la economia, cada consumidor determina su
consumo Optimo y decide cudnto invertir (decisiones de portafolio) al
resolver la ecuacién (15). En esta seccion se especifican las condiciones
para el equilibrio de mercado, las cuales permitirdn determinar las fun-
ciones de precios con las dindmicas del estado de la economia tomadas
como dadas por los consumidores. Hay dos tipos de condiciones que
definen el equilibrio de mercado, que se describen a continuacion.

El primer conjunto de condiciones para el equilibrio de mercado es
que los mercados continuamente se vacian en el sentido ordinario de
que la oferta se iguala con la demanda. Estas condiciones de equilibrio
se cumplen automaticamente en esta economia porque todos los consu-
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midores son idénticos. Por lo tanto, cada consumidor deberia invertir
la misma proporcidn ¢ igual del stock agregado de los bienes en todo
tiempo ¢, es decir,

(16) q=ny,

donde m es la constante de proporcionalidad. En virtud de que los consu-
midores son idénticos, la demanda de equilibrio por contratos con pago
al vencimiento y el mercado de bonos para prestar o pedir prestado a la
tasa libre de riesgo satisfacen:

(17) m=0,

(18) n=0,

y

(19) w=P'q.

Las ecuaciones (16)-(19) implican que, en equilibrio, toda la riqueza se
mantiene en los stocks (acervos) de bienes, es decir,

(20) n'w="P'y.

Otra condicion para el equilibrio de mercado es que los consumidores
tienen expectativas racionales. Por esto se entiende que las funciones
de precios y las dindmicas del estado de la economia obtenidas por los
consumidores al resolver (15), junto con la restriccion presupuestal, son
las funciones observadas de precios, las cuales estdn consideradas en
la agregacion de las decisiones Optimas de los consumidores. Se ha su-
puesto de antemano que los consumidores conocen las dindmicas de las
variables de estado de la tecnologia, ((#), A(?)), dadas la ecuacién (4).

La agregacion de la dindmica del stock de riqueza de los consumi-
dores, dada en la ecuacion (3), debe ser igual a la dindmica del stock
agregado. Un equilibrio con expectativas racionales facilita la busqueda
de las funciones de precios P, v, f y r, asi como un valor de la funcién
J 'y los controles 6ptimos {K }, m, ny c, los cuales satisfacen simul-
taneamente las ecuaciones (15)-(19).

En el apéndice se proporcionan las férmulas para las funciones de
precios de equilibrio. En la siguiente seccidn se aplican dichas férmulas
para encontrar los precios de los bonos a descuento sobre bienes (unita-
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rio), contratos “forward” y opciones sobre bienes. También se caracteri-
za el precio de equilibrio de los contratos futuros.

» Precios de equilibrio de los derivados

En esta seccion se presentan las formulas generales para determinar los
precios de equilibrio de bienes y de contratos sobre bienes. En el apéndi-
ce, en las Proposiciones 1 y 2, respectivamente, se obtienen las féormulas
para los contratos con pago al vencimiento y los contratos con pagos
continuos. Estos resultados se aplican a continuacién para obtener los
precios de los contratos en cuestion.

Los precios de todos los contratos sobre bienes que se determinardn
en esta seccion, excepto por los precios de los futuros, son aplicaciones
de una férmula general para encontrar el valor presente de un flujo ries-
goso de bienes. La formula general para los contratos es obtenida en la
Proposicion 1 del Apéndice. A continuacién se establece una version
resumida de este resultado:

Teorema 1. Si o, (T) =« (y(T), A(T)) denota una cantidad (po-
siblemente aleatoria) del bien i para ser recibido en el tiempo 7 al precio
P(T), el valor de mercado en el tiempo ¢ de o; estd dado por:

e et
)= E{ O p(r)e(r)] E:I.

Observe que vi(t) es implicitamente una funcién del estado actual
(y(t), A(t), t) pero esta dependencia ha sido suprimida por conveniencia
de notacion.

La proposicién 1 en el apéndice establece que el valor presente del
flujo aleatorio de un bien en el tiempo T se encuentra a partir de los
siguientes pasos. Primero se convierte la cantidad aleatoria, o;(T), al
tiempo 7, del bien i en una amortizacion aleatoria del bien 1 al multipli-
carlo por Pi(T). Después se transforma la amortizacion aleatoria del bien
numerario en el tiempo 7 al multiplicarlo por la tasa marginal de susti-

tucion del bien uno entre los tiempos T'y ¢, u,[c(T e (1) u[c(?)] . Por
tltimo, se transforma la amortizacién del bien numerario en el tiempo
aleatorio f a una cantidad determinista al tomar la esperanza condicional
en informacién relevante en 7. La proposicion 1 extiende los modelos
de: Nielsen (1974), Rubinstein (1976), Johnsen (1978), Richard (1978)
y (1979), y Cox, Ingersoll y Ross (1985).
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El precio de equilibrio en el tiempo # de un bono a descuento, que
paga una tasa libre de riesgo (de incumplimiento) sobre una unidad del
bien i con vencimiento en el tiempo 7, con preferencias logaritmicas,
estd dado por:

e | a0
(22) Bi(t,T)=FE{%Pi(T) ‘ E:I.

Esto se sigue de la Proposicién 1 con &, = 1. En el apéndice tam-
bién se muestra que

c (1
(23) P(1)= 1(), i=1,2.
e
Asi, el precio “spot” en el tiempo 7 del bien i es, por supuesto, la tasa
marginal de sustitucién entre el bien i y el bien uno, el bien numerario.
Si se hace uso de (23), se puede reescribir (22) como:

(24) Bi(z,T)zi_ZE f‘((;)) ‘ F |

La expresion anterior proporciona la tasa marginal de sustitucion
esperada entre el bien 1 al tiempo ¢ y el bien i al tiempo T. En el caso
especial del bien numerario se tiene que P(7') =1, asi que la ecuacién
(22) se transforma en

—pT ¢
(25) Bl(r,T)z‘;pt E {f‘(—(T)) Ft}.

Esta formula describe el precio del bono real de descuento en el bien
numerario y, por lo tanto, puede ser usado para determinar la estructura
de plazos de las tasas de interés. De hecho, esta solucion generaliza lo
encontrado por Cox, Ingersoll y Ross (1985) en una economia de un
solo bien. Observe que si la funcién de utilidad es lineal, se tiene que

B (1,7)=e.

Es decir, el precio del bono sobre el bien numerario se descuenta con
la tasa subjetiva de descuento del consumidor representativo.

En lo que sigue, la atencién se concentrard en los contratos “forward”.
El valor de equilibrio de un contrato “forward” sobre el bien i pactado en
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el tiempo ¢ cuando el precio “forward” es Fi(t, T), con tiempo de madu-
rez T'y cotizado al tiempo s, donde t = s = T, estd dado por

P (1)
(26) Vi(s,T,Fl_(t,T))zsz {;(T){B(T)—E.(t,T)} ‘ Fb}

= B/(s.T)-F,(.T)B,(s.T).

Lo anterior se sigue a partir de la Proposicion 1 con
a(T)P(T)=P(T)-F(t,T), la diferencia entre el precio spot y el
precio futuro del bien i. El valor del contrato en el tiempo 7 puede
ser positivo, cero o negativo segtin P(7T) sea mayor, menor o igual que
Fi(t,T). En equilibrio, el valor de un nuevo contrato “forward” deberia
ser cero, es decir, V(¢,T,F(¢,T7))=0 . Esto implica que

(27) F(t,T)=B(t,T)/B,(1,T).

Una vez mas, la férmula para el precio “forward”, en equilibrio, tie-
ne una interpretacion intuitiva: el valor es igual al costo en el tiempo 7 de
una unidad del bien i para ser entregada en el tiempo 7, pero con pagos
diferidos hasta el tiempo 7. Por ultimo, observe que si se sustituye (27)
en (26), se tiene que

V,'(S’ T> F; (ta T)) = Bl (Sa T)[F;(Ss t)_F;(ta T)]a

lo cual proporciona el valor de un contrato “forward” obtenido en Ja-
rrow y Oldfield (1981) utilizando un argumento de arbitraje.

Es posible también obtener una expresion alternativa para los precios
“forward” utilizando la tasa de interés “forward” observada en el tiempo
t, R’ (t,s), en términos del bien numerario. En este caso, B, (t, T ) puede
ser expresado en términos de la tasa de interés “forward” como:

(28) B,(+.T) sexp{—}zef (t,s)ds}.

Lo anterior se puede precisar de la siguiente manera. Si se considera

un movimiento Browniano (W, )te[o 7] definido sobre un espacio fijo de
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e0.7]

probabilidad con su filtracién aumentada, (Q,F ,(F; ) ,[P’W) donde

la filtracién (E ) representa la informacién disponible en cada ins-

re[0.7]
tante 7, y se supone que la dindmica de la tasa forward, R’ (2,5), se es-
pecifica exdgenamente por una ecuacién diferencial estocdstica con un
solo factor de incertidumbre:

dR/(t,T)= (e, T)de+ B(1,T)dW,,

en donde las funciones o y B tienen que satisfacer, casi seguramente con
respecto de P", las siguientes propiedades:

|

para k = 0,1, en cuyo caso (s, T)/0T° =o(s,T) 'y
d°B(s,T)/0T° =B(s,T), entonces se puede escribir (28) con la garan-
tia de que la integral alli definida permanezca finita. En este caso, se
determina endégenamente el proceso B(z, T) que haga consistentes los
supuestos entre la ecuacion diferencial estocdstica que gobierna la dind-
mica de R’(#,s)y la ecuacién de valor del bono (28).

Ahora bien, si se sustituyen (22) y (28) en (27), se encuentra que los
precios “forward” satisfacen:

2
ds < oo

o o
WQ(S,T) Wﬁ(S,T)

T
ds<oeo y j
0

o ) iyl
29) F(0.T)= - E C(T)Pi(T)exp [ R (t.5)ds ‘ F |

Por lo tanto, los precios “forward” dependen de las tasas “forward”
de interés. La expresion dada por la ecuacién (29) es particularmente qtil
para comparar los precios futuros y los precios “forward”.

El precio futuro de equilibrio cotizado en un contrato de futuros en
el tiempo ¢ para el bien i y con un tiempo de entrega 7, estd dado por>

5 Cox, Ingersoll y Ross (1985) también presentan una férmula para el precio futuro sobre un
bono a descuento.
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il(@) ,.(T)exp ]"1 ds

t

(30)  f(t.T)=R'(r.s)E

Esta férmula también se obtiene en el apéndice. En la expresion (30),
rs es la tasa instantdnea de interés libre de riesgo (de incumplimiento)
del bien numerario.6 Esta tasa y su unicidad se definen mds precisa-
mente como sigue. Sea { W, } _ un movimiento Browniano (proceso de
Wiener) definido sobre un espacio fijo de probabilidad ( Q,F,P” ) y sea
F={F }_, su filtracién aumentada, la cual representa la informacién
del mercado disponible hasta el tiempo z. Se supone que la dindmica
estocdstica de la tasa corta, r;, es conducida por una ecuacion diferencial
estocastica de la forma:

dr, = (1) di+ 6 (7,.1) ATV,

donde u(r,t)y o(r,,t)son procesos adaptados a la filtracion F. Como
puede observarse, el proceso { W, }  'modela el riesgo de mercado. Con
el propésito de asegurar que la ecuacién diferencial estocdstica que con-
duce la dindmica de la tasa instantdnea de interés tenga una solucién
tinica, se requiere que U(r,,f)y o(r,,?)satisfagan la condicién global de
Lipschitz, a saber,

[uCx,t)—u(y,0)| < K|x—y| paratoda r€[0,0) y x,yeR,

donde K es una constante independiente de x y y, ademds de la condicién
de crecimiento

w(x,0)+0’(x,1)< K(1+x*) paratoda r€[0,00) y xeR.

Asimismo, para que la media y la varianza del proceso del proceso
de r; estén bien definidas, se requiere que se satisfagan las siguientes
condiciones de integrabilidad, casi dondequiera con respecto de P da-
das por:

[lue.nldi<e y  [lo*Gunldi<es .
0

0

6 Sundaresan (1980) escoge una clase particular de funciones de utilidad y funciones de
produccién y derivados acercdndose a las soluciones de la forma de (29) y (30). French
(1981) compara precios “forward” y precios futuros observados bajo el supuesto de que la
utilidad marginal de la riqueza es constante.
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Bajo las condiciones anteriores, existe un tinico proceso r; con media
y varianza finitas, condicionales en la informacién en F.

Las ecuaciones (29) y (30) proveen el contraste en cuanto a por qué
los precios “forward” y los precios futuros, en general, difieren. Al tiem-
po t, el precio “forward” es el valor presente de un niimero conocido,

exp{ '[[TR"(t,s)ds} =1/ B, (t,T), de unidades del bien i para ser en-
tregadas en el tiempo 7. El precio del futuro es el valor presente de un
nimero aleatorio, exp{ _[T r.ds}, de unidades del bien i para ser entrega-

das en el tiempo 7. Por lo tanto, el precio del contrato futuro representa
una especulacién simultdnea tanto en el precio “spot” del futuro como
del nimero de unidades para ser entregadas, lo cual a su vez es deter-
minado por la tasa de futuros instantdnea de interés. En contraste, los
precios de los contratos “forward” representan una especulacion sobre
el precio del futuro “spot”. De hecho, el precio futuro, f,(#,T), es igual
al precio “forward”, @,(¢,T'), para la entrega de una cantidad aleatoria,

exp{ _[ ' r.ds}, del bien i. Para ver esto, considere un contrato “forward”
T
firmado en el tiempo ¢ < T, y que en el tiempo T entrega exp{ L r. ds}
T
unidades del bien i. Observe que la cantidad exp{ le r,ds} es indepen-

diente del bien sobre el cual el contrato se firmé y se conoce en el tiem-
po T. Este contrato “forward” no requiere de pagos en el tiempo ¢, pero
especifica el precio por unidad del bien i, @,(¢,T), para ser pagado en el
tiempo 7. Para mostrar que ¢,(¢,7)= f,(¢,T), primero observe que los
beneficios, I1,(#,T),realizada en el tiempo 7' de una posicién larga en
un contrato “forward” firmado en el tiempo ¢ son

T

31) Hi(t,T)zexp{ [ ds}[E(T)—q)i(t,T)].

t

Dado que, en este caso, no se requiere una inversion inicial, se de-
beria tener un equilibrio cuando el valor presente de los beneficios en el
tiempo 7 sea cero. Sise usa o (7)) P(¢) = I (¢,T)en la Proposicion 1y
se multiplica por u [c(t)]exp{—p(T — 1)}, la utilidad marginal del bien
numerario descontada subjetivamente, se obtiene
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I, (¢.7)
(32) 0=E|—L| F|
¢,(1)
La ecuacion anterior dice que el precio “forward”, ¢,(¢,T), se deter-
mina de tal manera que la utilidad marginal esperada de recibir un bene-

. . T .
ficio, Hi(t,T), sea igual a Pi(T)— (Pi(t,T) sobre exp {J.’ r.ds} uni-
dades del bien i. Asimismo, a partir de la ecuacion (32), se encuentra que

T

(33) E IT (T)expq [rdsp | F,
¢)l(t,T)= cl( ) {t }‘

1 T
E CI(T)exp{J‘rS ds} ‘ F

t

De la misma forma, en el Apéndice, ecuacion (A.16), se muestra que

e (D) z
(34) == EL(T) exp{]kv ds} ‘ F,].

t

La ecuacion anterior dice que el valor presente de las ganancias en el
tiempo ¢ de una inversién de una unidad del bien numerario en “rolling-
over” bonos de descuento instantdneo, del tiempo ¢ al tiempo 7 debe ser
uno. Si se sustituye (34) en (33), se sigue que

(35) ¢,,(t,T)=e_ZE{:((;)) I,(T)exp{jrxds}‘ Ft}.

€ t

Al comparar (30) con (35), se tiene que ¢, (Z,T) = f, (Z,T) .

Si se utiliza una estrategia de portafolio similar a la que en un princi-
pio usaron Cox, Ingersoll y Ross (1981), se muestra que sin inversién en
el tiempo ¢, se pueden usar contratos futuros para replicar las amortiza-
ciones en el tiempo T, Hi (z‘, T) , de los contratos “forward” descritos an-
teriormente. Si se considera un plan, el cual serd llamado “plan forward”,
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T
de una posicion larga en una cantidad exp {L r.ds} de contratos de fu-

furos con vencimiento en el tiempo 7, para cada tiempo T entre ¢ y 7.
Este plan genera en cada tiempo T una amortizacidon instantinea

T
exp {_[ r.dsid f; (T,T ) . La reinversién continua de las amortizaciones
t

pasadas y del interés acumulado se lleva a cabo a una tasa de interés
instantdnea libre de riesgo, r; . En este caso, Hi(t,r) denota el valor
de este plan en el tiempo 7. Evidentemente, ya que no fue requerida la
inversion, se tiene que II, (t,t) =0. El cambio en el valor instantdneo,
dIT, (t,’L') , es la suma de las ganancias de los contratos de futuros y del
interés sobre IT. (t, T) , de tal forma que

(36) dIT,(1,7)=exp j.rs dspd f,(z.7)+11,(,7)r(7)dz.

t

La solucién de la ecuacion (36), con I1, (t,t) =0, estd dada por

T

(37) Hi(l‘,T)zeXp _[’i-ds [fi(T,T)+fl.(t,T)].

1

Por lo tanto, en el tiempo T = T, las ecuaciones (31) y (37) proporcio-
nan expresiones idénticas para II, (t,T ) ,yaque f (T ,T)=P(T). Note
que el plan “forward” para invertir en un contrato futuro y un contrato

g . . .
“forward” sobre exp{J r.ds}unidades de un bien cubre las amortiza-
i

ciones de manera idéntica en el tiempo 7. Esto proporciona la clave para
interpretar los precios futuros. Cuando la tasa instantdnea spot r es de-
terminista, los precios “forward” y los precios de los futuros coinciden,
es decir, F, (t, T ) =/, (t,T ) . Este resultado extiende el trabajo de Jarrow
y Oldfield (1981), en donde se muestra que F; (t,T) =/ (t,T) cuando r
es constante.

Por tltimo, se determina la férmula del precio (prima) de una opcién
sobre un bien. El precio de equilibrio, G, (t, T ,Di) , de una opcidén sobre
un bien con precio de ejercicio D; estd dado por
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—p(T—t o \?
38) G(nT.D)=¢""E %max{ i(T)—D,.,O}‘ Fl.

Esto se sigue a partir el Teorema 1 con o (T)P(T)= max{Pl_(T)
—Di,O}. Intuitivamente, el precio de la opcion es el valor descontado
de los pagos que serdn recibidos en el tiempo 7. El factor de descuento
es, una vez mads, la tasa marginal de sustitucién del consumo del bien
numerario en el tiempo 7'y el bien numerario en el tiempo ¢ (véase, al
respecto, Venegas-Martinez, 2005). Por ultimo, observe que si la fun-
cién de utilidad es lineal y r es la tasa de interés libre de riego de incum-
plimiento y G es la volatilidad instantdnea de P, (t) la cual se supone
constante, entonces
(39) G =Po(d)-De "o (d,)
donde la funcién ®(d) es la funcién de distribucion acumulada de una
variable aleatoria normal estandar, Z ~ N (0, 1), es decir,

1 1,

2 de=1-®(-d),
Tme demield

g"i]+(p+;62j(T—t)

40)  @(d)=P,(z<d)=]"

ln(
@41 d =d(P,5T,D,r0)=

b oNT -1 ’
P 1

d,=d,(P.:T.D,r.0) 1n£’3-]+[p_262](r_t)

42 = ’ty ,D,,r,0)= : ’
( ) 2 2 i i G\/T—t

=d —oNT—t

la cual coincide con la férmula tradicional obtenida por Black-Scholes
en (1973), en donde la tasa de descuento es la tasa subjetiva.
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n  Conclusiones

En virtud de que, en todo el mundo, los mercados de productos derivados
sobre bienes han mostrado incrementos sustanciales en el monto de sus
operaciones y la operacion en estos mercados estd ligada a la generacion
de ganancias, es indispensable analizar, con mds cautela, sus potenciales
efectos sobre la economia real. Un buen comienzo para este analisis es
contar con una explicacién de la determinacién de precios de productos
derivados sobre bienes, destacando como estos derivados se relacionan
entre si y cémo se relacionan con otros precios de la economia.

Mucha investigacion se ha realizado sobre valuacién de productos de-
rivados financieros y muy poco se ha estudiado sobre derivados de bienes.
En este trabajo se ha desarrollado un modelo de equilibrio general con
expectativas racionales en tiempo continuo que proporciona una férmula
general del valor presente de un flujo riesgoso de bienes. La aplicacion
de dicha férmula a varias situaciones ha permitido la determinacién de
precios de contratos “forward”, contratos futuros, bonos cupén cero y op-
ciones europeas (de compra y venta) sobre bienes de consumo.

Las dindmicas estocdsticas de las diferentes variables financieras y
econdmicas (enddgenas y exdgenas) que se consideran en la economia
bajo estudio han sido modeladas a través del movimiento Browniano
(o proceso de Wiener). Es importante destacar que el modelo propuesto
permite examinar estrategias de especulacion con distintos productos
derivados.

Por tltimo se debe mencionar que el modelo se puede generalizar en
diferentes direcciones, por ejemplo, la inclusién de saltos en los precios
de los bienes y la consideracion de valores extremos en dichos saltos.
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Apéndice

En este apéndice se establecen las formulas de precios que se utilizaron en la seccion 5.
Primero se simplifica considerablemente la notacién para definir el siguiente operador
diferencial:

1

£=L+ﬁ.i+,’ 0,0, 5 +ZIG’SI (A1)

T =

En la ecuacion anterior, L es el operador diferencial definido en la seccion 2. El operador L
se aplica a la funcion (el precio en el tiempo t de algin bien o contrato) z(w,y,At) y
proporciona la tasa esperada de cambio de 7z, la cual es igual a L. La ecuacion de

Hamilton-Jacobi-Bellman, dada en (15), puede ser reescrita como:

0=ulc)+EJ-pJ. (A-2)

Por lo tanto, la condicion de primer orden es encontrada diferenciando (A.2), de tal forma

que
(A.3)
0=, o) =u-PJ, i=12
dc, G,
0 :@ i=12, (A.4)
0K,

0= @ =(B,-m)J, +00,'),, +08J, +oH'J, . (A-5)
m N

) =pJ,+0,0,' ), +0,8'J, o H'J, .
on : (A.6)



En la ecuaciones (A.3)-(A.6), u,=dulcc, J,=(3,/0A,8],/I0A) Yy
J., =83, /0y,,0d,,10y,)". Las funciones de precios P, v, f yr, asi como la funcion de

valor J vy la funciones éptimas de control {Kj}, m, n y c, las cuales simultdneamente
satisfacen el problema de optimizacién del consumidor (A,2)-(A.6), y las condiciones de
equilibrio (16)-(21) determinan un equilibrio con expectativas racionales. Los contratos con
pago al vencimiento con condiciones de frontera arbitrarias son valuados de acuerdo a la

siguiente proposicion:

Proposicion.1. Denote v(y(t), A(t),t,T)=v(t) el precio en el tiempo t de un contrato con
pago al vencimiento con condiciones de fronteraen T,
v(y(T),AT).T.T)=¢(y(T).A(T)), (A7)

entonces

(A.8)

donde c(t) es el consumo per capita en el tiempo t.

Demostracion: Considere la derivada total de (A,2) con respecto a w y utilice las

condiciones de primer orden para obtener

——pJ, :[f—LJJ +wa —-pJ, =r], +EJW -pJ,.
. Bw

(A.9)



donde @fﬁ&u:r(@f&u). Observe que J no es una funcion explicita de t. Al examinar (A.5)

se tiene que ésta puede ser reescrita como:

0=L(Jv)-rlv—v(L],). (A.10)

Para ver esto, note que Lv = 5, y que v no es una funcion explicita de w, asi r, = 0.
Observe también que 8J /ot =0, ya que J no es una funcion explicita de t. Si se sustituye

L], de (A.9) en (A.10), se obtiene

. A.ll
L(J,v)-p(J,v)=0. (A1)

De esta manera, la solucién de (A.11) es
e T (A.12)

3 (OF ()= E[JW(T)g(T) | Ft].
A partir de la condicion de primer orden (A.2), se tiene que J,(t)=u,[c(t)]. Si esta

expresion se sustituye en (A.12), entonces se obtiene (A.8). Los contratos con pagos

continuos con condiciones de frontera arbitrarias se evalGan de acuerdo con:

Proposicion 2. Denote por f (y(t), A(t),t, T )= f (t) el precio futuro pactado en el tiempo

t en un contrato con pagos continuos con condiciones de frontera en la fecha de

vencimiento T,
f(y(T).A(T).T,T)=¢(y(T).A(T)), (A13)

entonces

(- Eh(cm) cexp[jrsdsj | F{}_ (A1)



La demostracion se sigue exactamente como en la de la Proposicion 1, utilizando la
ecuacion (A.6) en lugar de la (A.5). Observe ahora que la ecuacion (A.6) puede ser

reescrita como:
0=L(J.1)-f(LJ,).

o utilizando (A.9) para eliminar LJ,,,, se tiene que

- (A.15)
0=L(J, f)-J,.f(p-r).

La solucién a (A.15) es

e’

Ju(0) ()= E{JW(T)g(T)exp[];rsdsJ | Ft],

la cual es equivalente a (A.14) debido a que J,(t)=u,[c(t)]. La proposicién 1 puede
reescribirse con ¢(T)=a,P.. El precio de los futuros, la ecuacion (31), se encuentra a partir
de la Proposicion 2 y utilizando la condicion de frontera (T )= PR (T ). Los precios “spot”

P (t)=u[c(t)]/u,[c(t)] son determinados a partir de (A.3) y con las tasas marginales de

sustitucion usuales. Es necesario establecer un Gltimo resultado que fue utilizado en la
seccidn 5 para encontrar la solucién de (A.9),
ot lu(e(T T (A.16)
1=2_E (o ))exp [rds ‘ F |.
e | uy(c(t)) t

La ecuacion (A.16) dice que el valor presente en el tiempo t de las ganancias de invertir una

unidad del bien numerario en “rolling over” bonos instantaneos libres de riesgo del tiempo t

hasta el tiempo T es, por supuesto, una unidad del bien numerario.



